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中文摘要 

在博弈论中，以 John Forbes Nash 命名的纳什均衡已成为最广泛的解概念。

纳什均衡是指这样的策略配置，其中任何一个玩家都不愿意单边修改自己的策略。

最近兴起的算法博弈论这一领域，吸引了诸多的计算机科学家，他们从理论算法

的角度分析譬如说可计算性或者近似性。 

本篇论文研究了算法博弈论中的两个均衡问题： 

第一个是在不完全信息下的最佳定价策略。我们通过贝叶斯纳什均衡定义了

什么是参与者的理性，并且将其与单调函数的迭代联系在了一起。基于这个关系，

我们通过分析的方法以及矩阵分析中的技巧，设计了一个精确计算均衡以及最优

定价的多项式算法。 

第二个是机制设计问题，我们需要建立可信机制，使得每个玩家都愿意汇报

自己的真实信息，且这一策略处在纳什均衡。我们的工作与大部分工作的不同在

于我们不允许金钱的传递。对于度量空间中的二设施选址问题，我们在确定性和

随机性两个模型下，证明了近似比的上下界。我们的界在常数倍的比下是紧的，

这大大改进了目前最优的结果。 

关键词：纳什均衡；定价；可信机制；设施选址问题 
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ABSTRACT 

Nash equilibrium, named after John Forbes Nash, has become the most widely 

used solution concept in game theory, and is a profile of strategies in which none of the 

players has the incentive to unilaterally change her own. Recent advance of 

algorithmic game theory encourages computer scientists to estimate for example the 

computability or the approximation from an algorithm-theoretical point of view. 

This dissertation studies two famous cases in algorithmic game theory. 

The first one is the optimal pricing strategy with incomplete information. We 

define the rationality of agents to be the strategy satisfying Bayesian Nash Equilibrium, 

and establish the connection to the iteration of a monotone function. Based on this 

connection we design a polynomial algorithm to help calculate the exact equilibrium 

and the optimal pricing, with analytical approaches and techniques in matrix analysis. 

The second one is a mechanism design problem in which we need to set up a 

truthful mechanism to ensure that players sit in a Nash Equilibrium when they report 

their true internal value. Our work is different with the majority of studies since we 

disallow the transfer of money. In the two-facility game in a metric space, we manage 

to prove theoretical lower and upper bounds for the approximation ratio in both the 

deterministic and randomized cases. Our bounds are tight up to a constant and 

significantly improve the best known results.  

Keywords：Nash Equilibrium; Pricing; Truthful Mechanism; Facility Game 
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第1章 引文 

在游戏（如竞拍、定价）中，参与的个人通常是自私的，他们会尽可能在规

则允许的范围内，最大化自己的收益。对于那些参与者不能通过独自行动而增加

收益的策略，称之为均衡（或纳什均衡，非合作均衡）。 

一个经典的例子来源于 1950 年的兰德公司，这是一个“囚徒问题(Prisoner’s 

Dilemma)”：警方逮捕嫌疑犯 A 和 B，将二者独立审讯，并提出了如下惩罚规则： 

 若二者都声称无罪，则同时被判入狱半年； 

 若二者都声称有罪，则同时被判入狱两年； 

 若其中一人认罪，则认罪者立即获释，否认有罪者获刑 10 年。 

用表格概括如下： 

表1.1 囚徒问题的表格概括 

 A 声称无罪 A 声称有罪 

B 声称无罪 同时获刑半年 A 立即释放；B 获刑 10 年 

B 声称有罪 B 立即释放；A 获刑 10 年 同时获刑两年 

注意到参与者通常是自私的，譬如“囚徒问题”中的嫌疑犯 A：倘若 B 声称

有罪，A 应该也声称有罪来降低自己的服刑年数；倘若 B 声称无罪，A 也应该声

称有罪即可当庭释放。因此对于 A 来说（类似地对于 B），他无论如何都应该选

择坚持自己有罪，因而最后两个嫌疑犯会同时获刑两年。 

对于这一个“同时声称有罪”的策略，我们称之为纳什均衡。在经济学中的

理性(Rationality)假设中，我们往往认为非纳什均衡是不会出现的，例如囚徒问题

中的全局最优，也就是两个嫌疑犯同时声称无罪，是不会出现的①。 

本文从算法博弈论的角度，研究理性假设下的两个问题。 

第一个问题是商品的定价。在单一商品的出售过程中，所有参与者都有一个

心中的对商品的定价，此时的均衡是：对每一个独立的参与者，当真实定价小于

心理定价时即买，否则不买。这个均衡是容易理解的。可是当社交网络被引入后，

熟识的人会对自己用过的商品做出推荐，而这可以看作是提高了被推荐者的心理

定价。 

                                                 
① 注，这里通常不考虑参与者的共谋 (Collusion)，但最近有越来越多的文献开始对共谋问题深入

研究，参见本文的文献调研部分。  
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我们将会看见，由于每个参与者心理定位的随机性和保密性，问题变成了“不

完全信息的游戏(Games with Incomplete Information)”，此时需要研究贝叶斯纳什

均衡。我们将设计一种多项式算法，通过分析的方法和矩阵特征值的方法，求解

均衡，并且给出卖方一个最优的定价策略。 

关于这一问题的更近一步研究，可以参阅作者的待投论文 [40]。 

第二个问题是机制的设计。由于理性假设，全局最优的策略往往不能够达到。

那么是否能够通过限制参与者的可选行为，或者改变游戏规则，来达到全局最优，

或近似全局最优呢？ 

算法博弈论中的“机制设计(Mechanism Design)”问题，是旨在设计一个竞技

规则，使得所期望的收益（譬如总收入、总社会福利等）尽可能大。然而在一个

规则被指定后，参与者被假想为自私的，他们最终选取的策略是一个纳什均衡。

机制设计中最重要的一项内容是，设计可信机制(Truthful Mechanism)，使得每个

参与者都更愿意将自己真实的信息公布，并且这一行为是纳什均衡。 

机制设计中最著名的例子是 Vickrey 拍卖（俗称第二定价拍卖）。在这个拍卖

机制中，有一个商品被出售，竞价最高的竞拍者获得该商品，但是仅需要付出第

二高的竞拍价那么多钱。可以证明，在这个机制中，竞拍者报出自己真实的心理

定价是纳什均衡 [39]。在此基础之上，Vickrey、Clarke 和 Groves 三个人还提出了

VCG 拍卖 [39] [10] [19]，可以处理多个商品的同时竞拍。但是 VCG 机制需要通过金

钱的流动保证达到均衡，即每个参与者都要付出一定的金钱，那么如果没有金钱

参与，是否也能设计出可信的机制呢？我们将在第二个问题中研究“没有金钱参

与的机制设计”。 

关于这一部分的研究，可以参阅作者的已发表论文 [26]。 

 



 

 

3 

第2章 社交网络下的定价问题 

2.1  问题背景 

随着网络时代的来临，人与人之间的距离骤然缩短，大型的即时通讯软件（如

MSN，QQ）和社交网站（如 MSN Space，校内网）的出现，更是让人与人之间

的联系，更加频繁和快捷。根据 Google 最新的统计结果 [18]，世界上最大的社交

网站 Facebook 更是已经名列所有网站访问频率之首。人们已经意识到，可以充分

利用这些社交网络，去为大众谋取福利，或者为商家谋取商机。这一章我们考虑

在社交网络下的商品买卖。 

可以预见到，大部分人在购买商品前都愿意参考熟识的人的意见，同时，对

于很多网络相关的产品，尤其是电子产品，当自己的朋友都已经使用这一款商品

后，生活可以被大大的简化。譬如微软公司推出的音乐播放器 Zune，可以让两个

用户方便地无线音乐同步，大大增加商品的价值。 

我们这里考虑单一商品的出售(single-item)，假设其有无限量副本(multi-unit)，

并且每个潜在买家仅需要一个副本(unit-demand)。这一定价问题，与很多实际的

问题有着紧密联系，譬如微软公司销售 Windows 7，或者音乐播放器 Zune，都可

以满足如上的假定。 

同时，我们关心非歧视性定价，即在对所考察的用户群体，卖家将给出单一

定价。这是出于三个角度考虑，第一，歧视性定价策略较为复杂且不容易实现；

第二，歧视性定价有可能对消费者的购买造成负面影响 [32]，或是带来伦理上的问

题；第三，即便是歧视定价，大多数情况也只能对较小的部分群体给与优惠推广

政策，对于大部分的消费者还将采取单一定价。我们的最终目标是，使得卖家获

得尽可能大的收益。 

由于社交网络的引入，每个买家在购买了该商品之后，将对他所熟识的潜在

购买者产生影响。类似前人的工作 [21] [1] [23] [29]，我们认为影响因子非负，即

一个人对该商品的购买，不会减小别人购买的可能性。引入这一因素之后，将会

有更多的买家由于周边人的使用，而愿意承受更高的定价，因此卖家可以获得更

高的收益，甚至可以继续提高报价。 
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在先前的工作中， [21] [1]研究了社交网络下的定价。他们假定买家的心理

定价，以及两两间的影响因子，都服从公开的概率分布，并且认为，优化定价策

略需要同时完成两件事情：一是确定定价，二是确定报价的变化和顺序。具体来

说： 

 Hartline 等人 [21]的模型是，将买家排序并依次询问，对每个买家制定不同的

价格（歧视性价格），而每个买家会根据先前的购买情况，决定自己是否购

买。 [21]给出的定价策略是，对前一部分买家免费，对后一部分买家贪心，

并且证明了与最优定价的差在常数级别内。但是，这一工作忽略了买家对未

来的预测，因此低估了用户的购买能力。 

 Akhlaghpour 等人 [1]的模型是，对所有的人提供同样的价格，但是随着时间

的推移多次降价，假设买家在第一次出现可承受的价位时购买。这一工作的

一大缺憾，也正如 [1]结尾分析的那样，没有考虑到买家对未来价格的考虑。

值得注意的是，在同一个价格下， [1]提出了买家的迭代购买模式，即由于

周围人的影响，不断出现新买家，直到终止再开始提供第二个价格。 

2.1.1  主要贡献 

在我们的文章中，我们分析一个单一定价的过程，不考虑价格在未来的变化。

我们借鉴了 [1]中的迭代购买模式，但是假定所有用户只有一次机会选择是否购

买，并且在购买期间无法得知其他买家的内心真实报价。这里与 [1]最大的不同

在于，我们不需要用户得知其他买家的决定或者心理报价，在一定程度上保证了

策略的保密性。 

我们认为买家对商品的心理定价服从平均分布，这个分部是公开信息，但他

们各自的真实心理定价是私有信息，这在经济学中这称作不完全信息的游戏①。

同时我们假定影响因子是公开的定值。 

在这一模型下，我们计算每个潜在买家的价格承受值，使得如果每个买家依

照此承受值行动（当价格低于此则购买；当价格不低于此则不买），我们证明了

这一策略是贝叶斯纳什均衡。 

我们的主要贡献有： 

 我们定义了买家的理性行为：他们的策略遵循贝叶斯纳什均衡。这隐含假定

了每个买家都是策略性(strategic)的，他们会分析其他买家的策略，做出自己

                                                 
① Games of Incomplete Information, 参见  [28]第 8 章。  
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“期望最优”的选择。这与前人的工作 [21]和 [1]有本质的区别，因为他们

认为买家是短视的，只会根据当前已经确定购买的人群选择占优策略

（dominant strategy）。 

 当假定所有买家为理性时，我们定义了卖家的最优定价。因为我们考虑了买

家的策略性，我们计算出的最优收益，将严格高于 [21]与 [1]中定义的最优。 

 我们给出了均衡唯一存在的充分条件，这是一个对影响因子矩阵的限制。而

对其他情形，我们也给出了均衡的性质，并且利用其中最小的那个均衡（称

之为悲观均衡），去保证卖家的稳定收益。 

 我们设计了多项式时间的算法，精确求解悲观均衡和卖家的最优定价。注意

这一算法并不是简单的。随着价格的变化，我们将会看到贝叶斯均衡会发生

跳变，而我们用特征向量的方法巧妙地处理了这一跳变。 

2.1.2  相关工作 

关于不完全信息的游戏，早在 1967年Harsanyi
 [8]设计了一套关于参与者的“信

念(belief)”等级的体系，其中包括每个参与者对其他参与者的收益的信念，每个

参与者对“其他参与者关于收益的信念”的信念，等等„„在他的先驱性工作中，

参与者的私有信息被称作参与者的类型(type)。一个较新的 2003 年的工作，

Battigalli 和 Siniscalchi
 [6]提出了一种通过迭代消去法分析不完全信息游戏的工具，

并且证明了这种工具与贝叶斯纳什均衡的等价性，读者将会看到这一点与我们的

结论是一致的。在更新的工作中，Chen 与 Micali
 [9]研究了保守的参与者在不完全

信息游戏中的行为，并且建立了信念的两层等级体系。 

关于物品的出售，除了通过定价的方式，还可以通过拍卖：构建可信的拍卖

机制（truthful mechanism），使每个买家不愿意谎报自己的真实心理定价，因而达

到纳什均衡（关于这方面的先驱性工作可参见 [39] [31]）。对于单个商品的无限

量拍卖，不少工作是从竞争分析（competitive analysis）的角度着眼，将至少卖出

两个商品的最优定价当作基准 [17]，研究可信的拍卖机制，并保证总收益在基准线

的常数倍范围内 [20] [15] [16]。 

而对于社交网络中最优化收益，很多文献的着眼点在于，选择一个恰当的初

始集合（最有影响力的人群），将商品免费发放给他们，由此来扩大总收益。这

一类问题的最优化通常是 NP-Hard 的 [13]，但也有一些著名的工作，给出了可证

明的多项式近似算法。与我们的情形一样，他们也需要对问题作出限制条件（如

submodularity
 [23]，线性 [34]）。 
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2.2  问题描述 

考虑这样一个不完全信息的定价问题：微软公司计划销售 Windows 7，有𝑛个

潜在买家，第𝑖个买家对 Windows 7 心理估价𝑣𝑖 ∈ ,𝑎𝑖 , 𝑏𝑖-，且已知𝑣𝑖服从平均分布

𝑈(𝑎𝑖 , 𝑏𝑖)。这里𝑎𝑖与𝑏𝑖是公有信息，𝑏𝑖 ≥ 𝑎𝑖 ≥ 0；𝑣𝑖是私有信息，只有第𝑖个买家自

己可以看到。除此之外，这𝑛个买家构成一个社交网络，其中第𝑖个买家对第𝑗个买

家存在一个影响力因子𝑇𝑖𝑗 ≥ 0。 

设卖方为Windows 7定价𝑝，倘若𝑛个买家的决定构成向量(𝑑1, … 𝑑𝑛) ∈ *0,1+
𝑛，

其中𝑑𝑖 = 1表示第𝑖个买家决定购买，0 表示不买。此时第𝑖个买家的收益定义为 

                𝑢𝑖 = 𝑑𝑖 ∙ (𝑣𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑑𝑗𝑗≠𝑖 )  

如果𝑖选择不买，收益为 0，否则收益为心理估价减去价格。注意到，如果对𝑖有影

响力的买家𝑗也选择购买，收益将线性增加𝑇𝑗𝑖。 

可是，由于心理定价𝑣𝑖的不公开，我们只能求得第𝑖个买家的购买概率

𝑞𝑖 = Pr,𝑑𝑖 = 1-。此时第𝑖个买家购买的期望获利为𝑣𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖 。 

定义 2-1：给定价格𝑝，当概率向量𝒒 = (𝑞1, 𝑞2, … 𝑞𝑛) ∈ ,0,1-
𝑛满足 

𝑞𝑖 = Pr𝑣𝑖~𝑈(𝑎𝑖,𝑏𝑖)[𝑣𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖 > 0]  (2-1) 

时，称𝒒为一个关于𝒑的均衡，或简称均衡。 

这一个关于概率的均衡定义，事实上对应了纯策略贝叶斯纳什均衡(Pure 

Strategy Bayesian Nash Equilibrium)。我们回忆贝叶斯纳什均衡的定义（参见 [28]

第 8.E 章），用𝑑𝑖: ,𝑎𝑖 , 𝑏𝑖- → *0,1+表示买家𝑖的策略，设函数𝑢�̃�(𝑑𝑖(∙), 𝑑−𝑖(∙))表示，

当买家𝑖选择策略𝑑𝑖(∙)，且其他买家选择策略𝑑−𝑖(∙)时，买家𝑖的期望收益： 

            𝑢�̃�(𝑑𝑖(∙), 𝑑−𝑖(∙)) = 𝔼𝑣[𝑑𝑖(𝑣𝑖) ∙ (𝑣𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑑𝑗(𝑣𝑗)𝑗≠𝑖 )] 

定义 2-2：策略集𝒅(∙) = (𝑑1(∙), … , 𝑑𝑛(∙))被称作贝叶斯纳什均衡，当： 

∀𝑖, 𝑑𝑖
′(∙), 𝑢�̃�(𝑑𝑖(∙), 𝑑−𝑖(∙)) ≥ 𝑢�̃�(𝑑𝑖

′(∙), 𝑑−𝑖(∙))  

下面的命题，将我们在定义 2-1 中定义的概率均衡，与贝叶斯纳什均衡联系

在了一起。 

命题 2-1：给定均衡𝒒，每个买家的“当自己的心理价位𝑣𝑖 > 𝑝 − ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖 即

购买，否则不购买”的策略是贝叶斯纳什均衡；反之，若假定买家遵循贝叶斯纳

什均衡，则每个人的购买概率（当𝑣𝑖~𝑈(𝑎𝑖 , 𝑏𝑖)变化时）满足定义 2-1。 

证明：设𝒅(∙) = (𝑑1(∙), … , 𝑑𝑛(∙))是满足贝叶斯纳什均衡的策略集，且

𝑞𝑖 = Pr𝑣𝑖,𝑑𝑖(𝑣𝑖) = 1-为买家𝑖的购买概率，现在计算买家𝑖的期望收益： 
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𝑢�̃�(𝑑𝑖(∙), 𝑑−𝑖(∙)) = 𝔼𝑣𝑖[𝑑𝑖(𝑣𝑖) ∙ (𝑣𝑖 − 𝑝 + 𝔼𝑣−𝑖[∑ 𝑇𝑗𝑖𝑑𝑗(𝑣𝑗)𝑗≠𝑖 ])]

= 𝔼𝑣𝑖[𝑑𝑖(𝑣𝑖) ∙ (𝑣𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖 )]
  (2-2) 

可见，倘若𝒅(∙)是贝叶斯纳什均衡，𝑑𝑖(𝑣𝑖)必须在所有𝑣𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖 为正的地

方取 1
①，故𝑞𝑖 = Pr,𝑑𝑖(𝑣𝑖) = 1- = Pr, 𝑣𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖 > 0-，满足定义 2-1。 

反过来，对于“当自己的心理价位𝑣𝑖 > 𝑝 − ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖 即购买，否则不购买”

的策略，即𝑑𝑖(𝑣𝑖) = 𝕀[𝑣𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖 > 0]，其中𝕀是示性函数时，显然满足了

将(2-2)最大化的目的，是贝叶斯纳什均衡。     ∎ 

 

对于这一个社交网络下的定价问题，我们感兴趣如下问题： 

1、均衡唯一么？ 

2、如果不唯一，是否存在着特殊的我们感兴趣的均衡？ 

3、均衡可以在多项式时间内求解么？ 

4、从卖方的角度，假定买家的理性（遵循贝叶斯纳什均衡），如何最优化卖

价𝑝获得最大收益？ 

接下来我们将由浅入深，解决上述问题。 

2.3  均衡的迭代表示 

类似 [6]的工作，我们这一节将会把贝叶斯纳什均衡与迭代联系在一起。考

虑这样的一个迭代过程，从最悲观的状态入手，即初始时所有人均不购买。第一

回合，即便身旁所有人均不购买，也有一些人由于𝑏𝑖 > 𝑝而有一定概率购买；第

二回合，有一些买家由于周边的人有非 0 的购买概率，进一步提升自己的购买概

率；第三回合，又有一些买家因为第二回合的提高而提高„„ 

在这一节，我们将证明这一过程收敛，并且定义收敛到的概率向量为“悲观

均衡”𝒒。类似地，我们可以定义“乐观均衡”𝒒，即起初假定所有人都购买，接

下来每回合有一部分人降低购买概率„„而这两个均衡便是满足定义定义 2-1 的

均衡，对应了贝叶斯纳什均衡。 

                                                 
① 严格地说，这里应该是几乎处处取 1，但这并不影响我们的分析。  
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2.3.1  均衡的迭代定义 

下面，我们用数学的语言来定义这一迭代过程，并叙述一些性质。为了简化

符号，首先我们重写公式(2-1)，将𝑣𝑖~𝑈(𝑎𝑖 , 𝑏𝑖)代入： 

𝑞𝑖 =

{
  
 

  
 0, 𝑏𝑖 − 𝑝 +∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗

𝑗≠𝑖
≤ 0

1, 𝑎𝑖 − 𝑝 +∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗
𝑗≠𝑖

≥ 1

𝑏𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
, 𝑜𝑡𝑕𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 (2-3) 

进一步我们用med中位数函数，写出如下形式： 

𝑞𝑖 = med {0,1,
𝑏𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
} (2-4) 

由上式启发，我们作如下定义： 

定义 2-3：当定价𝑝给定时，定义转移函数𝑓𝑝: ,0,1-
𝑛 → ,0,1-𝑛： 

[𝑓𝑝(𝒒)]𝑖 = med {0,1,
𝑏𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
} (2-5) 

特别地，𝑓𝑝(𝒒) = 𝒒当且仅当𝒒为关于𝑝的均衡。注意到𝑓𝑝是连续函数，因为med连

续。 

定义 2-4：给定𝒒1 ∈ ,0,1-𝑛, 𝒒2 ∈ ,0,1-𝑛，规定关于向量的大小比较： 

𝒒1 ≥ 𝒒2⟺ ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑞𝑖
1 ≥ 𝑞𝑖

2 

类似地我们可以定义𝒒1 ≤ 𝒒2。 

关于𝑓𝑝(𝒒)最重要的性质，是它的单调性。首先是关于𝒒的单调性：给定𝑝以及

𝒒𝟏 ≥ 𝒒𝟐，有𝑓𝑝(𝒒
1) ≥ 𝑓𝑝(𝒒

2)。这是因为由条件𝑇𝑖𝑗 ≥ 0，可以推出 

[𝑓𝑝(𝒒
𝟏)]

𝑖
= med {0,1,

𝑏𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗
1

𝑗≠𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
} ≥ med {0,1,

𝑏𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗
2

𝑗≠𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
}

= [𝑓𝑝(𝒒
𝟐)]

𝑖
 

其次是关于𝑝的单调性：给定𝑝1 ≤ 𝑝2以及𝒒，满足𝑓𝑝1(𝒒) ≥ 𝑓𝑝2(𝒒)，原因与上

述分析相同。当然我们也可以如下地陈述𝑓𝑝(𝒒)的联合单调性： 

命题 2-2：给定𝑝1 ≤ 𝑝2, 𝒒
1 ≥ 𝒒2，𝑓满足𝑓𝑝1(𝒒

1) ≥ 𝑓𝑝2(𝒒
2)。 

至此，我们可以严格定义本节开始时提到的“悲观状态”和“乐观状态” 

定义 2-5：给定𝑝，引入记号𝑓𝑝
(𝑚)(𝒒) = 𝑓𝑝(𝑓𝑝(…𝑓𝑝(𝒒)… ))，其中函数𝑓𝑝被作用

𝑚次；𝟎 = (0,… 0), 𝟏 = (1,… ,1)。定义： 



 

 

9 

悲观均衡：𝒒(𝑝) = lim
𝑚→∞

𝑓𝑝
(𝑚)(𝟎) 

乐观均衡：�̅�(𝑝) = lim
𝑚→∞

𝑓𝑝
(𝑚)(𝟏) 

我们需要说明这里的定义是合理的。首先极限收敛，因为𝑓𝑝
(𝑚)(𝟎)关于𝑚单调

增，且有上界𝟏；𝑓𝑝
(𝑚)(𝟏)关于𝑚单调减，且有下界𝟎。当极限存在时，我们用𝑓𝑝

(∞)表示

该极限。再由定义 2-3 中提到的𝑓𝑝的连续性，知𝑓𝑝(𝒒(𝑝)) = 𝒒(𝑝)以及𝑓𝑝(�̅�(𝑝)) =

�̅�(𝑝)，也就是𝒒(𝑝)与�̅�(𝑝)确实为关于价格𝑝的均衡。 

2.3.2  均衡的性质 

下面我们将给出关于均衡的一些性质，他们将在后文的证明过程中起到至关

重要的作用。 

命题 2-3：均衡满足以下性质： 

a) 给定𝑝，𝒒(𝑝) ≤ �̅�(𝑝); 

b) 给定𝑝，任给均衡𝒒，有𝒒(𝑝) ≤ 𝒒 ≤ �̅�(𝑝); 

c) 给定𝑝，任给不超过𝒒(𝑝)的概率向量𝒒 ≤ 𝒒(𝑝)，有𝒒(𝑝) = 𝑓𝑝
(∞)(𝒒)，即悲

观均衡不一定要从𝟎向量开始迭代；类似地，任给𝒒 ≥ �̅�(𝑝)，有

�̅�(𝑝) = 𝑓𝑝
(∞)(𝒒); 

d) 给定价格𝑝1 ≤ 𝑝2，有𝒒(𝑝1) ≥ 𝒒(𝑝2)，�̅�(𝑝1) ≥ �̅�(𝑝2) 

证明： 

a) 显然𝟎 ≤ 𝟏，再由𝑓𝑝的单调性知𝑓𝑝(𝟎) ≤ 𝑓𝑝(𝟏) ⇒ 𝑓𝑝
(∞)(𝟎) ≤ 𝑓𝑝

(∞)(𝟏); 

b) 由均衡的定义，𝒒 = 𝑓𝑝(𝒒) = 𝑓𝑝
(∞)(𝒒)，再根据𝟎 ≤ 𝒒 ≤ 𝟏以及𝑓𝑝的单调性： 

𝑓𝑝(𝟎) ≤ 𝑓𝑝(𝒒) ≤ 𝑓𝑝(𝟏) ⇒ ⋯ ⇒ 𝑓𝑝
(∞)(𝟎) ≤ 𝑓𝑝

(∞)(𝒒) ≤ 𝑓𝑝
(∞)(𝟏); 

c) 由对称性，我们只需要证明前一半命题。已知𝑓𝑝(𝒒(𝑝)) = 𝒒(𝑝)，再由𝑓𝑝的

单调性： 

𝟎 ≤ 𝒒 ≤ 𝒒(𝑝) ⇒ 𝑓𝑝(𝟎) ≤ 𝑓𝑝(𝒒) ≤ 𝑓𝑝(𝒒(𝑝)) ⇒ ⋯

⇒ 𝑓𝑝
(∞)(𝟎) ≤ 𝑓𝑝

(∞)(𝒒) ≤ 𝑓𝑝
(∞)(𝒒(𝑝))

⇒ 𝒒(𝑝) ≤ 𝑓𝑝
(∞)(𝒒) ≤ 𝒒(𝑝)

 

注意最后一个“⇒”是因为𝑓𝑝
(∞)(𝟎) = 𝒒(𝑝) = 𝑓𝑝(𝒒(𝑝)) = ⋯ = 𝑓𝑝

(∞)(𝒒(𝑝))，

而𝑓𝑝
(∞)(𝒒) = lim𝑚→∞ 𝑓𝑝

(𝑚)(𝒒)这一极限的存在性，通过𝑓𝑝
(𝑚)(𝟎) ≤

𝑓𝑝
(𝑚)(𝒒) ≤ 𝑓𝑝

(𝑚)(𝒒(𝑝))这一夹逼过程保证。 
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d) 这一次我们需要重复使用𝑓的联合单调性（命题 2-2）。 

𝑝1 ≤ 𝑝2 ∧ 𝟎 ≥ 𝟎 ⇒ 𝑓𝑝1(𝟎) ≥ 𝑓𝑝2(𝟎)

𝑝1 ≤ 𝑝2 ∧ 𝑓𝑝1(𝟎) ≥ 𝑓𝑝2(𝟎) ⇒ 𝑓𝑝1
(2)(𝟎) ≥ 𝑓𝑝2

(2)(𝟎)

…

⇒ 𝑓𝑝1
(∞)(𝟎) ≥ 𝑓𝑝2

(∞)(𝟎) ⇒ 𝒒(𝑝1) ≥ 𝒒(𝑝2)

 

类似地我们也有�̅�(𝑝1) ≥ �̅�(𝑝2)∎ 

2.4  核心算法 

2.4.1  一个指数复杂度的例子 

上一节我们用迭代的方法定义了悲观均衡、乐观均衡，那么给定价格𝑝，是否

能在多项式时间内求解出𝒒, �̅�？直接进行迭代模拟是不能满足这一要求的，看如

下的例子： 

*

𝑝 = 1;
,𝑎1, 𝑏1- = ,0,2-, ,𝑎𝑖 , 𝑏𝑖- = ,0,1-(2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)

𝑇𝑖,𝑖+1 = 0.5 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2), 𝑇𝑛−1,𝑛 = 𝑇𝑛,𝑛−1 = 1, 其它𝑇𝑖𝑗 = 0

+ 

在这个例子下，𝑓𝑝
(𝑛−2)(𝟎) = (1/2,1/22, … ,1/2𝑛−2, 0,0)，计算可以发现 

𝑓𝑝
(𝑛−2+2𝑘)(𝟎) = (1/2,1/22, … ,1/2𝑛−2, 𝑘/2𝑛−1, 𝑘/2𝑛−1), 0 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑛−2

𝑓𝑝
(𝑛−2+2𝑘+1)(𝟎) = (1/2,1/22, … ,1/2𝑛−2, (𝑘 + 1)/2𝑛−1, 𝑘/2𝑛−1), 0 ≤ 𝑘 < 2𝑛−2

𝑓𝑝
(∞)(𝟎) = (1/2,1/22, … ,1/2𝑛−2, 1,1)

 

可见我们需要指数Ω(2𝑛)次迭代才能获得稳态解，必须另辟蹊径。在接下来

的章节里，我们将介绍扫描法（line sweep method）。这一方法不仅可以在多项式

时间内，求得悲观均衡、乐观均衡，同时也可以选取最优的价格𝑝。 

2.4.2  扫描法（Line Sweep Method） 

不失一般性，我们只介绍求解悲观均衡即𝒒的算法，因为计算�̅�的方法是类似

的。定义结构函数： 

定义 2-6：给定向量𝒒 ∈ ,0,1-𝑛，定义结构函数𝑆: ,0,1-𝑛 → *0,⋆ ,1+𝑛，满足： 

,𝑆(𝒒)-𝑖 = {

0, 𝑞𝑖 = 0

⋆, 𝑞𝑖 ∈ (0,1)
1, 𝑞𝑖 = 1

 (2-6) 

这里我们称*0,⋆ ,1+𝑛中的元素为结构(structure)，并且记𝒒~𝑆(𝒒) 

扫描法基于如下的事实：价格 𝑝足够大时，显然𝒒(𝑝) = 𝟎。逐渐降低𝑝，在某

一时刻𝑝 = 𝑝1，悲观均衡𝒒(𝑝)开始出现非零值，产生了结构变化(structure 
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change)。而在区间𝑝 ∈ (𝑝2, 𝑝1)内，悲观均衡𝒒(𝑝)的结构不发生改变，下一次“结

构变化”发生在𝑝 = 𝑝2„„严格来说，存在临界价格𝑝1 > 𝑝2 > ⋯ > 𝑝𝑚，使得： 

𝒒((𝑝1, ∞))~𝒔
0 = 𝟎

𝒒((𝑝2, 𝑝1))~𝒔
1 ∈ *0,⋆ ,1+𝑛

…
𝒒((𝑝𝑚, 𝑝𝑚−1))~𝒔

𝑚−1 ∈ *0,⋆ ,1+𝑛

𝒒((−∞, 𝑝𝑚))~𝒔
𝑚 = 𝟏

 

这一现象在我们接下来的算法构造中将不证自明。注意到，根据命题 2-3-d)，

悲观均衡𝒒(𝑝)满足单调性，故结构也满足单调性①𝟎 ≤ 𝒔1 ≤ ⋯ ≤ 𝒔𝑚−1 ≤ 𝟏，结构

变化总数𝑚 ≤ 2𝑛（每一位1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛最多发生两次结构变化0 →⋆与⋆→ 1）。而在临

界价格分隔的区间内（譬如(𝑝2, 𝑝1)内），我们将会看到𝒒(𝑝)是关于𝑝的线性函数，

因此卖家的总收益𝑝 ∙ ∑ 𝑞𝑖(𝑝)𝑖 是关于𝑝的二次函数，极值易求。 

综上所述，倘若可以求得临界价格，以及对应的以𝑝为线性函数的悲观均衡

𝒒(𝑝)，便可以容易地求解全局最佳售价。这一售价即假定所有买家的理性（遵循

贝叶斯均衡）后的，最大化卖家收益的定价。在本章接下来的部分，我们先介绍

增加了一个限定条件的扫描法，但在最后将去除这一限制。 

2.5  对角优限制下的扫描法 

定义𝐿𝑖𝑗 = 𝑇𝑗𝑖/(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)，并规定𝐿𝑖𝑖 = 𝑇𝑖𝑖 = 0。在这一节里，我们为原问题添

加一个对影响因子的限制：𝐼 − 𝐿严格行主对角优，即∑ 𝐿𝑖𝑗𝑗 = ∑ 𝑇𝑗𝑖/(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)𝑗 < 1。

在这一限制下，我们将会看到问题被化简，甚至均衡唯一，即𝒒(𝑝) = �̅�(𝑝)。在下

一节我们将介绍去除这一条件后的改进算法。 

我们的扫描法在结构为𝒔的时刻，维护分割𝑍 ∪𝑊 ∪ 𝑂 = ,𝑛-，分别称之为零

集(zero set)、工作集(working set)和壹集(one set)。其中 

𝑠𝑖 = 0(∀𝑖 ∈ 𝑍), 𝑠𝑖 =⋆ (∀𝑖 ∈ 𝑊), 𝑠𝑖 = 1(∀𝑖 ∈ 𝑂) 

我们用𝒙𝑊表示向量𝒙在指标集𝑊上的限制，并且规定〈𝒙𝑍, 𝒙𝑊, 𝒙𝑂〉 = 𝒙。用𝐿𝑊×𝑊表

示矩阵𝐿在𝑊 ×𝑊上的限制，𝑓|𝑊表示函数𝑓在𝑊上的限制。 

                                                 
①这里结构之间的比较与概率向量𝒒类似，按位定义。  
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2.5.1  算法细节与证明 

扫描法的第一个临界点𝑝1 = max1≤𝑖≤𝑛 𝑏𝑖。当价格𝑝 > 𝑝1时，满足结构𝒔0 = 𝟎；

当价格𝑝 < 𝑝1时，向量𝒒开始出现非零值。设𝒒1 = 𝒒(𝑝1) = 𝟎。 

假设当前我们已经扫描到临界点𝑝𝑡，已知悲观均衡𝒒𝑡 = 𝒒(𝑝𝑡)和结构向量𝒔𝑡−1，

并且满足右连续条件𝒒𝑡 = lim𝑝→𝑝𝑡+ 𝒒(𝑝)，我们的目标是求解下一个临界点

𝑝𝑡+1 < 𝑝𝑡，下一个结构𝒔𝑡，以及∀𝑝 ∈ ,𝑝𝑡+1, 𝑝𝑡)时的𝒒(𝑝)。 

注意上述条件在𝑡 = 1时都是自动满足的。 

定义 2-7：假定所有的向量均为列向量，我们定义与𝑓𝑝略微不同的函数

𝑔𝑝: ,0,1-
𝑛 → ℝ𝑛，满足： 

[𝑔𝑝(𝒒)]𝑖 =
𝑏𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗≠𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
=
𝑏𝑖 − 𝑝

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
 + ,𝐿𝒒-𝑖 

函数𝑓𝑝与𝑔𝑝的关系是 

[𝑓𝑝]𝑖 = med 20,1, [𝑔𝑝]𝑖3 =

{
 

 
0, 𝑖𝑓 [𝑔𝑝]𝑖 < 0

1, 𝑖𝑓 [𝑔𝑝]𝑖 > 1

[𝑔𝑝]𝑖 , 𝑜𝑡𝑕𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

若设𝒙 = .
𝑏1−𝑝𝑡

𝑏1−𝑎1
,
𝑏1−𝑝𝑡

𝑏1−𝑎1
, … ,

𝑏𝑛−𝑝𝑡

𝑏𝑛−𝑎𝑛
/
𝑇
，𝒚 = .

1

𝑏1−𝑎1
,

1

𝑏2−𝑎2
, … ,

1

𝑏𝑛−𝑎𝑛
/
𝑇
，则对于

𝑝 = 𝑝𝑡 − 𝜖有简单的矩阵表达：𝑔𝑝𝑡−𝜖(𝒒) = 𝒙 + 𝜖𝒚 + 𝐿𝒒。 

假设𝑝 ∈ (𝑝𝑡, 𝑝𝑡−1)时的结构向量𝒔𝑡−1满足分割𝑍 ∪𝑊 ∪ 𝑂 = ,𝑛-。根据结构的

定义 2-6，𝑔𝑝的定义 2-7，以及均衡的右连续性𝒒𝑡 = lim𝑝→𝑝𝑡+ 𝒒(𝑝)，知： 

∀𝑖 ∈ 𝑍, [𝑔𝑝𝑡(𝒒
𝑡)]

𝑖
= ,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖 ≤ 0

∀𝑖 ∈ 𝑊, [𝑔𝑝𝑡(𝒒
𝑡)]

𝑖
= ,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖 ∈ (0,1-

∀𝑖 ∈ 𝑂, [𝑔𝑝𝑡(𝒒
𝑡)]

𝑖
= ,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖 ≥ 1

 (2-7) 

据此，我们对结构做如下调整： 

Step 1： 对于𝑖 ∈ 𝑍，倘若,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖 = 0，我们将𝑖从𝑍集合移入𝑊集合；对于𝑖 ∈ 𝑊，

倘若,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖 = 1，我们将𝑖从𝑊集合移入𝑂集合。 

我们很快会看到，经过 Step 1 的处理后，新的分割与𝒔𝑡相容，即这些“结构

变化”恰好是𝑝从𝑝𝑡 + 𝜖变为𝑝𝑡 − 𝜖时，悲观均衡𝒒(𝑝)经历的那些结构变化。此外，

在 Step 1 之后，分割满足如下性质： 

∀𝑖 ∈ 𝑍, [𝑔𝑝𝑡(𝒒
𝑡)]

𝑖
= ,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖 < 0

∀𝑖 ∈ 𝑊, [𝑔𝑝𝑡(𝒒
𝑡)]

𝑖
= ,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖 ∈ ,0,1)

∀𝑖 ∈ 𝑂, [𝑔𝑝𝑡(𝒒
𝑡)]

𝑖
= ,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖 ≥ 1

 (2-8) 
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在接下来的两步中，我们计算关于𝜖的线性向量𝒓(𝜖)，以及一个阈值𝜖𝑚𝑖𝑛。我

们会在引理 2-2 中看见，对于所有0 < 𝜖 ≤ 𝜖𝑚𝑖𝑛，关于定价𝑝 = 𝑝𝑡 − 𝜖的悲观均衡

恰好是〈𝟎𝑍, 𝒓𝑊(𝜖), 𝟏𝑂〉。 

Step 2： 定义向量𝒓(𝜖) ∈ ℝ𝑛，令 

𝒓𝑊(𝜖) = 𝜖(𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)
−1𝒚𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡

= 𝜖(𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)
−1𝒚𝑊 + ,𝒙 + 𝐿𝒒

𝑡-𝑊
 (2-9) 

将其延拓至集合𝑍和𝑂： 

𝒓𝑍(𝜖) = 𝒙𝑍 + 𝜖𝒚𝑍 + 𝐿𝑍×𝑊𝒓𝑊(𝜖) + 𝐿𝑍×𝑂𝟏𝑂
= 𝜖(𝒚𝑍 + 𝐿𝑍×𝑊(𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)

−1𝒚𝑊) + ,𝒙 + 𝐿𝒒
𝑡-𝑍

𝒓𝑂(𝜖) = 𝒙𝑂 + 𝜖𝒚𝑂 + 𝐿𝑂×𝑊𝒓𝑊(𝜖) + 𝐿𝑂×𝑂𝟏𝑂
= 𝜖(𝒚𝑂 + 𝐿𝑂×𝑊(𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)

−1𝒚𝑊) + ,𝒙 + 𝐿𝒒
𝑡-𝑂

 (2-10) 

我们看到𝒓(𝜖)是关于𝜖的线性函数，故设 

𝒓(𝜖) = 𝜖𝒗 + (𝒙 + 𝐿𝒒𝑡), 𝒗 ∈ ℝ𝑛 

Step 3： 计算阈值： 

𝜖𝑚𝑖𝑛 = min {min
𝑖∈𝑍
{
0 − ,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖

𝑣𝑖
} ,min

𝑖∈𝑊
{
1 − ,𝒙 + 𝐿𝒒𝑡-𝑖

𝑣𝑖
}} (2-11) 

首先我们说明(2-11)定义的合理性。 

引理 2-1：𝒗 ∈ ℝ+
𝑛并且𝜖𝑚𝑖𝑛 > 0。 

证明：由于𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊主对角优，知𝐿𝑊×𝑊的特征值的模均小于 1，由简单的复

分析知有如下极限： 

𝒗𝑊 = (𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)
−1𝒚𝑊 = (𝐼 + 𝐿𝑊×𝑊 + 𝐿𝑊×𝑊

2 +⋯)𝒚𝑊 (2-12) 

因为𝐿𝑊×𝑊是非负矩阵，且𝒚向量严格正，故𝒗𝑊 ∈ ℝ+
|𝑊|。此外，回忆(2-10)知

𝒗𝑍 = 𝒚𝑍 + 𝐿𝑍×𝑊𝒗𝑊 ∈ ℝ+
|𝑍|, 𝒗𝑂 = 𝒚𝑂 + 𝐿𝑂×𝑊𝒗𝑊 ∈ ℝ+

|𝑂|，因而𝒗 ∈ ℝ+
𝑛。最后结合条

件(2-8)，带入𝜖𝑚𝑖𝑛的定义我们不难看到𝜖𝑚𝑖𝑛 > 0。∎ 

接下来的引理告诉我们，上文中的(2-9)其实已经给出了𝑝 ∈ ,𝑝𝑡 − 𝜖𝑚𝑖𝑛, 𝑝𝑡)时

的悲观均衡。 

引理 2-2：∀0 < 𝜖 ≤ 𝜖𝑚𝑖𝑛，𝒒(𝑝𝑡 − 𝜖) = 〈𝟎𝑍, 𝒓𝑊(𝜖), 𝟏𝑂〉。 

证明：考虑价格𝑝 = 𝑝𝑡 − 𝜖，我们的目标是算出𝑓𝑝
(∞)(𝟎) = 𝑓𝑝

(∞)(𝒒𝑡)。这一等

号是根据： 

命题 2-3d)  ⇒   𝒒𝑡 = 𝒒(𝑝𝑡) ≤ 𝒒(𝑝)
命题𝟐−𝟑c)
⇒      𝒒(𝑝) = 𝑓𝑝

(∞)(𝟎) = 𝑓𝑝
(∞)(𝒒𝑡) 

为了简化符号，规定𝒙𝑊
′ ≔ 𝒙𝑊 + 𝐿𝑊×𝑂𝟏𝑂为常向量，此时由均衡的定义： 
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𝒒𝑊
𝑡 = 𝒙𝑊

′ + 𝐿𝑊×𝑊𝒒𝑊
𝑡     (⋆) 

利用函数𝑓的单调性（重复运用命题 2-2），我们做如下分析①： 

{
 
 
 

 
 
 
𝑓𝑝𝑡−𝜖(𝒒

𝑡) ≥ 〈𝟎𝑍, 𝜖𝒚𝑊 + 𝒒𝑊
𝑡 , 𝟏𝑂〉

𝑓𝑝𝑡−𝜖
(2) (𝒒𝑡) ≥ 𝑓𝑝𝑡−𝜖(〈𝟎𝑍, 𝜖𝒚𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡 , 𝟏𝑂〉)

≥ 〈𝟎𝑍, 𝒙𝑊
′ + 𝜖𝒚𝑊 + 𝐿𝑊×𝑊(𝜖𝒚𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡 ), 𝟏𝑂〉

=
(⋆)
〈𝟎𝑍, 𝜖(𝐼 + 𝐿𝑊×𝑊)𝒚𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡 , 𝟏𝑂〉

…

𝑓𝑝𝑡−𝜖
(𝑚) (𝒒𝑡) ≥ 〈𝟎𝑍, 𝜖(𝐼 + 𝐿𝑊×𝑊 +⋯+ 𝐿𝑊×𝑊

𝑚−1 )𝒚𝑊 + 𝒒𝑊
𝑡 , 𝟏𝑂〉

 (2-13) 

对(2-13)中的不等式取极限𝑚 → ∞，可知： 

𝒒(𝑝𝑡 − 𝜖) = 𝑓𝑝𝑡−𝜖
(∞) (𝒒𝑡) ≥ 〈𝟎𝑍, 𝜖(𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)

−1𝒚𝑊 + 𝒒𝑊
𝑡 , 𝟏𝑂〉 = 〈𝟎𝑍, 𝒓𝑊(𝜖), 𝟏𝑂〉 

设𝒒′ = 〈𝟎𝑍, 𝒓𝑊(𝜖), 𝟏𝑂〉。只要0 ≤ 𝜖 ≤ 𝜖𝑚𝑖𝑛，一定有 

,

,𝑔𝑝𝑡−𝜖(𝒒
′)-𝑊 = 𝒓𝑊(𝜖) ∈ ,0,1-

|𝑊|

,𝑔𝑝𝑡−𝜖(𝒒
′)-𝑍 = 𝒓𝑍(𝜖) ≤ 𝟎𝑍

,𝑔𝑝𝑡−𝜖(𝒒
′)-𝑂 = 𝒓𝑂(𝜖) ≥ 𝒓𝑂(0) ≥ 𝟏𝑂

 

根据𝑓与𝑔的关系，我们知道𝑓𝑝𝑡−𝜖(𝒒
′) = 𝒒′，即𝒒′已经是一个均衡。利用命题 2-3b)

以及𝒒(𝑝𝑡 − 𝜖) ≥ 𝒒
′知只能有𝒒(𝑝𝑡 − 𝜖) = 𝒒

′，这表明 Step 1 中的分割定义是合理

的。∎ 

 

令𝑝𝑡+1 = 𝑝𝑡 − 𝜖𝑚𝑖𝑛，𝒒
𝑡+1 = 〈𝟎𝑍, 𝒓𝑊(𝜖𝑚𝑖𝑛), 𝟏𝑂〉。事实上下一个结构变化将发

生在𝑝𝑡+1处。这是因为根据𝜖𝑚𝑖𝑛的定义，一定存在某个 

𝑖 ∈ 𝑊 ∧ ,𝒙 + 𝜖𝑚𝑖𝑛𝒚 + 𝐿𝒒
𝑡+1-𝑖 = 1或者𝑖 ∈ 𝑍 ∧ ,𝒙 + 𝜖𝑚𝑖𝑛𝒚 + 𝐿𝒒

𝑡+1-𝑖 = 0 

由此可见，在下一个循环开始时，𝑖将相应地进入壹集𝑂或者工作集𝑊。根据引理

2-2，下一个循环𝑡 → 𝑡 + 1处的右连续条件𝒒𝑡+1 = lim𝑝→𝑝𝑡+1+ 𝒒(𝑝)依然满足，故我

们可以循环地执行上述三个步骤。这里我们将伪代码总结在算法 1 中。 

在这里做一个说明。ConstrainedLineSweepMethod 的返回值是一个函数𝒒，它

给出了任意定价𝑝 ∈ ℝ下的悲观均衡。此外，𝒒(𝑝)是一个关于𝑝的分段线性函数，

分段个数不超过2𝑛 + 1。为了简便起见，我们忽略储存函数𝒒的具体方式（这当

然是简单的），并且在算法 1 中的 14 行那里，一段一段赋值。 

 

                                                 

①这其中利用了下面的性质 

𝜖(𝐼 + 𝐿𝑊×𝑊 +⋯+ 𝐿𝑊×𝑊
𝑚−1 )𝒚𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡 ≤ 𝜖𝑚𝑖𝑛(𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)
−1𝒚𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡 ≤ 𝟏𝑊 
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2.5.2  结论 

根据上一节的分析，以及结构变化的总次数𝑚 ≤ 2𝑛，我们得出： 

定理 2-1：当矩阵𝐼 − 𝐿行主对角严格占优时，算法 1 在多项式时间内，可以

求解任意价格𝑝对应的悲观均衡𝒒(𝑝)，并可求出最大收益。 

事实上，“行主对角严格占优”是一个很强的条件，在此条件下我们甚至可以

证明均衡唯一： 

定理 2-2：当矩阵𝐼 − 𝐿行主对角严格占优时，对任意价格𝑝，𝒒(𝑝) = �̅�(𝑝)。 

证明：反设在价格𝑝下存在两个不同的均衡𝒒1 ≤ 𝒒2，与前文类似，令 

𝒙 = (
𝑏1 − 𝑝

𝑏1 − 𝑎1
,
𝑏1 − 𝑝

𝑏1 − 𝑎1
, … ,

𝑏𝑛 − 𝑝

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛
)
𝑇

 

则有𝑔𝑝(𝒒) = 𝒙 + 𝐿𝒒。由于 

[𝑓𝑝(𝒒)]𝑖 = med 20,1, [𝑔𝑝
(𝒒)]

𝑖
3 

我们知道𝟎 ≤ 𝑓𝑝(𝒒
2) − 𝑓𝑝(𝒒

1) ≤ 𝑔𝑝(𝒒
2) − 𝑔𝑝(𝒒

1) = 𝐿(𝒒2 − 𝒒1)。但是由均衡的定

义，𝑓𝑝(𝒒
1) = 𝒒1, 𝑓𝑝(𝒒

2) = 𝒒2，即我们得到了 

Algorithm 1: ConstrainedLineSweepMethod 

Input: 𝑛,𝑇,𝒂,𝒃. 

Output: The pessimistic equilibrium function 𝒒: 𝑝 ↦ 𝒒(𝑝). 

1. 𝐿𝑖𝑗 ← 𝑇𝑗𝑖/(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖); 

2. 𝑝1 ← max1≤𝑖≤𝑛 𝑏𝑖; 
3. 𝒒(𝑝)|,𝑝1,∞) ← 𝟎; 

4. 𝑍 ← ,𝑛-; 𝑊 ← ∅; 𝑂 ← ∅; 𝑡 ← 1; 

5. While 𝒒(𝑝𝑡) ≠ 𝟏 Do 

6.  𝒒𝑡 ← 𝒒(𝑝𝑡); 

7.  For all 𝑖 ∈ 𝑍 s.t. (𝑏𝑖 − 𝑝𝑡) (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) + ∑ 𝐿𝑖𝑗𝑞𝑗
𝑡

𝑗 = 0 Do 

  𝑍 ← 𝑍 ∖ *𝑖+; 𝑊 ←𝑊 ∪ *𝑖+; 
8.  For all 𝑖 ∈ W s.t. (𝑏𝑖 − 𝑝𝑡) (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) + ∑ 𝐿𝑖𝑗𝑞𝑗

𝑡
𝑗 = 1 Do 

  𝑊 ←𝑊 ∖ *𝑖+; 𝑂 ← 𝑂 ∪ *𝑖+; 
9.  𝒚 ← (1/(𝑏1 − 𝑎1), 1/(𝑏2 − 𝑎2), … ,1/(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛))

𝑇; 

10.  𝒗𝑊 ← (𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)
−1𝒚𝑊; {See Eq. (2-9)} 

11.  𝒗𝑍 ← 𝒚𝑍 + 𝐿𝑍×𝑊𝒗𝑊; {See Eq. (2-10)}  

12.  𝜖𝑚𝑖𝑛 = min  min𝑖∈𝑍  
0−[𝒙+𝐿𝒒𝑡]

𝑖

𝑣𝑖
 ,min𝑖∈𝑊  

1−[𝒙+𝐿𝒒𝑡]
𝑖

𝑣𝑖
  ; {See Eq. (2-11)} 

13.  𝑝𝑡+1 ← 𝑝𝑡 − 𝜖𝑚𝑖𝑛; 

14.  𝒒(𝑝)|,𝑝𝑡+1,𝑝𝑡) ← 〈𝟎𝑍, 𝒓𝑊(𝑝𝑡 − 𝑝),𝟏𝑂〉; 

15.  𝑡 ← 𝑡 + 1; 

16. End While 

17. 𝒒(𝑝)|(−∞,𝑝𝑡) ← 𝟏; 

18. Return 𝒒; 

 



 

 

16 

𝟎 ≤ 𝒒2 − 𝒒1 ≤ 𝐿(𝒒2 − 𝒒1) ⇒ (𝐼 − 𝐿)(𝒒2 − 𝒒1) ≤ 𝟎 

设𝚫 = 𝒒2 − 𝒒1 ≥ 𝟎，选取𝑖 = argmax𝑖Δ𝑖，有Δ𝑖 > 0，可以看到 

,(𝐼 − 𝐿)𝚫-𝑖 = Δ𝑖 −∑ 𝐿𝑖𝑗Δ𝑗
𝑗

>∑ 𝐿𝑖𝑗
𝑗

(Δ𝑖 − Δ𝑗) ≥ 0 

矛盾。故只能有𝒒1 = 𝒒2。         ∎ 

 

在释放主对角优这一个附加条件后，问题的难度大大增加，这可以从一个简

单的例子看到： 

假定只有𝑛 = 2个买家，,𝑎1, 𝑏1- = ,𝑎2, 𝑏2- = ,0,1-，𝑇12 = 𝑇21 = 100。不难验

证当𝑝 ≥ 1时有𝒒(𝑝) = (0,0)𝑇；当𝑝 < 1时有𝒒(𝑝) = (1,1)𝑇。 

这个困难的表象，是出现了均衡的“跳变”，即𝒒(1) ≠ lim𝑝→1− 𝒒(𝑝)。我们的

算法 1 事实上同时保证了𝒒(𝑝)的左、右连续，而在释放主对角优以后，只有右连

续性存在。更重要的是，这里的𝑝 = 𝑝𝑡 − 𝜖对应的结构𝒔𝑡不能一次性求出（回忆算

法 1 的 5、6 行），甚至𝑝从𝑝𝑡 + 𝜖到𝑝𝑡 − 𝜖的过程中，可能出现0 → 1的二级跃变，

没有分别经历0 → ⋆ → 1。 

这一个困难的深层原因，是由于以下极限不再成立 

(𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)
−1 ≠ lim

𝑚→∞
(𝐼 + 𝐿𝑊×𝑊 +⋯+ 𝐿𝑊×𝑊

𝑚−1 ) 

它导致公式(2-12)不再成立。 

2.6  无限制的扫描法 

据上文分析，在 Step 2 中，如果𝐿𝑊×𝑊最大特征值的模不小于 1，我们需要另

辟蹊径。我们将证明如果出现这一情形，那么在 Step 1 中求得的“结构变化”不

完整，即当𝑝从𝑝𝑡 + 𝜖变为𝑝𝑡 − 𝜖时，还有一些结构变化被忽略了。为此，我们介

绍一个调整的策略，它将： 

1) 在Step 1的基础上，继续对结构作出调整：选出一个工作集的元素𝑘 ∈ 𝑊进

入壹集𝑂。 

2) 缩小问题规模到,𝑛- ∖ (𝑂 ∪ *𝑘+) = 𝑍 ∪𝑊 ∖ *𝑘+并递归，求出子问题的悲观

均衡𝒒′(𝑝𝑡 − 𝜖)，以及𝜖𝑚𝑖𝑛
′ 。通过它们可以证明原问题的下一个结构变化

点𝑝𝑡+1 = 𝑝𝑡 − 𝜖𝑚𝑖𝑛
′ 以及悲观均衡𝒒(𝑝𝑡 − 𝜖) = 〈𝒒

′(𝑝𝑡 − 𝜖), 𝟏𝑂∪*𝑘+〉。 

为此，我们先介绍一个引理（证明参见 [22]第 503 页的定理 8.3.1）： 

引理 2-3：给定非负矩阵𝑀（即∀𝑖, 𝑗 𝑀𝑖𝑗 ≥ 0），存在一个非零的特征向量𝒙 ≥ 𝟎

满足𝑀𝒙 = 𝜆𝒙。其中𝜆为实数，等于𝑀的所有特征值的最大模。 



 

 

17 

由于𝐿𝑊×𝑊是非负矩阵，根据引理存在非零向量𝒖𝑊 ≥ 𝟎𝑊满足𝐿𝑊×𝑊𝒖𝑊 =

𝜆𝒖𝑊且𝜆 ≥ 1。我们将𝒖𝑊延展到完整的,𝑛-上，定义𝒖𝑍∪𝑂 = 𝟎𝑍∪𝑂。取： 

𝑘 = argmin
𝑘∈𝑊,𝑢𝑘≠0

1 − 𝑞𝑘
𝑡

𝑢𝑘
 (2-14) 

由于𝒖𝑊 ≠ 𝟎𝑊，上式有定义；再根据(2-8)和𝒖𝑊 ≥ 𝟎𝑊，知
1−𝑞𝑘

𝑡

𝑢𝑘
> 0。接下来

的引理告诉我们，在𝑝 = 𝑝𝑡处至少还要发生一个结构变化，即𝑘从工作集𝑊进入壹

集𝑂。注意到这个元素𝑘可能源自零集𝑍，是在 Step 1 中被移入了𝑊。这部分解释

了前文中提到的形如0 → 1的跳跃。 

引理 2-4：∀𝜖 > 0，,𝑞(𝑝𝑡 − 𝜖)-𝑘 = 1。 

证明：首先可以找到一个𝛿 > 0满足𝛿𝒖 ≤ 𝜖𝒚（由于𝑦𝑖 > 0∀𝑖，这样的𝛿一定存

在）。并且由于𝛿可以任意小，我们不妨设𝛿 = .
1−𝑞𝑘

𝑡

𝑢𝑘
/ /(1 + 𝜆 +⋯+ 𝜆𝑚−1)，其中𝑚

足够大。 

类似𝑓𝑝𝑡−𝜖我们定义𝑕: ,0,1-𝑛 → ,0,1-𝑛： 

 
,𝑓𝑝𝑡−𝜖(𝒒)-𝑖 = med*0,1, 𝑥𝑖 + 𝜖𝑦𝑖 + ,𝐿𝒒-𝑖+

,𝑕(𝒒)-𝑖 = med*0,1, 𝑥𝑖 + 𝛿𝑢𝑖 + ,𝐿𝒒-𝑖+
 

我们依然有𝒒𝑊
𝑡 = 𝒙𝑊

′ + 𝐿𝑊×𝑊𝒒𝑊
𝑡 成立，此时类似(2-13)我们作如下分析①： 

𝑓𝑝𝑡−𝜖(𝒒
𝑡) ≥ 𝑕(𝒒𝑡) ≥ 〈𝟎𝑍, 𝒙𝑊

′ + 𝛿𝒖𝑊 + 𝐿𝑊×𝑊𝒒𝑊, 𝟏𝑂〉

= 〈𝟎𝑍, 𝛿𝒖𝑊 + 𝒒𝑊
𝑡 , 𝟏𝑂〉

𝑓𝑝𝑡−𝜖
(2) (𝒒𝑡) ≥ 𝑕(〈𝟎𝑍, 𝛿𝒖𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡 , 𝟏𝑂〉)

≥ 〈𝟎𝑍, 𝛿(𝐼 + 𝐿𝑊×𝑊)𝒖𝑊 + 𝒒𝑊
𝑡 , 𝟏𝑂〉

= 〈𝟎𝑍, 𝛿(1 + 𝜆)𝒖𝑊 + 𝒒𝑊
𝑡 , 𝟏𝑂〉

…

𝑓𝑝𝑡−𝜖
(𝑚) (𝒒𝑡) ≥ 〈𝟎𝑍, 𝛿(1 + 𝜆 +⋯+ 𝜆

𝑚−1)𝒖𝑊 + 𝒒𝑊
𝑡 , 𝟏𝑂〉

= 〈𝟎𝑍, 4
1 − 𝑞𝑘

𝑡

𝑢𝑘
5𝒖𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡 , 𝟏𝑂〉

 

而根据我们𝑘的选取，可以知道0〈𝟎𝑍, .
1−𝑞𝑘

𝑡

𝑢𝑘
/𝒖𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡 , 𝟏𝑂〉1
𝑘
= 1，即∀𝜖 > 0 ，

都有,𝒒(𝑝𝑡 − 𝜖)-𝑘 ≥ ,𝑓𝑝𝑡−𝜖
(𝑚) (𝒒𝑡)-𝑘 = 1。故我们让𝑘在𝑝 < 𝑝𝑡时应该从工作集𝑊进入

壹集𝑂。    ∎ 

                                                 

①这其中利用了下面的性质∀𝑚0 < 𝑚 

𝛿(1 + 𝜆 +⋯+ 𝜆𝑚 −1)𝒖𝑊 + 𝒒𝑊
𝑡 ≤ 4

1 − 𝑞𝑘
𝑡

𝑢𝑘
5𝒖𝑊 + 𝒒𝑊

𝑡 ≤ 𝟏𝑊 



 

 

18 

取𝑊′ = 𝑊 ∖ *𝑘+, 𝑂′ = 𝑂 ∪ *𝑘+。接下来我们考虑一个𝑛′ = 𝑛 − |𝑂| < 𝑛的子问

题。这个子问题是原问题在,𝑛- ∖ 𝑂′上的投影，并且假定集合𝑂′内的买家一定选择

购买： 

∀𝑖 ∈ 𝑍 ∪𝑊′, ,𝑎𝑖
′, 𝑏𝑖

′- = [𝑎𝑖 +∑ 𝑇𝑗𝑖
𝑗∈𝑂′

, 𝑏𝑖 +∑ 𝑇𝑗𝑖
𝑗∈𝑂′

] (2-15) 

通过递归调用扫描法，可以求得任意一个价格𝑝时，子问题的悲观均衡。这一

递归过程定会终止，因为每次调用后，问题的规模至少缩小 1。下面一个引理告

诉我们，对于任意𝑝 < 𝑝𝑡，原问题和子问题的悲观均衡是一一对应的。 

引理 2-5：∀𝑝 < 𝑝𝑡，𝒒(𝑝) = 〈𝒒
′(𝑝), 𝟏𝑂′ 〉，其中𝒒′(𝑝)是子问题在价格𝑝下的悲

观均衡。即原问题的均衡，是由子问题的均衡，加上若干个 1 组成的向量。 

证明：我们分两步证明。我们首先会说明〈𝒒′(𝑝), 𝟏𝑂′ 〉是价格𝑝下的均衡，然后

给出悲观均衡的下界〈𝒒′(𝑝), 𝟏𝑂′ 〉 ≤ 𝒒(𝑝)。合并这两个结论后，再考虑到命题 2-3a，

这将足以说明〈𝒒′(𝑝), 𝟏𝑂′ 〉恰是原问题的悲观均衡。 

 设𝒒 = 〈𝒒′(𝑝), 𝟏𝑂′ 〉，我们接下来证明𝑓𝑝(𝒒) = 𝒒。根据子问题中,𝑎𝑖
′, 𝑏𝑖

′-的定义，

我们已经有∀𝑖 ∈ ,𝑛- ∖ 𝑂′， 

[𝑓𝑝(𝒒)]𝑖 = med {0,1,
𝑏𝑖 − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗∈,𝑛-

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
}

= med {0,1,
𝑏𝑖
′ − 𝑝 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑞𝑗𝑗∈,𝑛-∖𝑂′

𝑏𝑖
′ − 𝑎𝑖

′ } = 𝑞𝑖

 

因此我们只需要证明,𝑓𝑝(𝒒)-𝑂′ = 𝟏𝑂′。反设,𝑓𝑝(𝒒)-𝑂′ ≤ 𝟏𝑂′，并且∃𝑖 ∈ 𝑂′使得

,𝑓𝑝(𝒒)-𝑖 < 1。我们从𝑓𝑝(𝒒) ≤ 𝒒开始，通过𝑓的单调性可知𝑓𝑝
(𝑚)(𝒒) ≤

𝑓𝑝
(𝑚−1)(𝒒)。由于不增且有下界的序列有极限，下式成立 

 𝒒∗ = lim
𝑚→∞

𝑓𝑝
(𝑚)(𝒒) ≤ 𝑓𝑝(𝒒) 

根据函数𝑓的连续性，𝒒∗是关于价格𝑝的均衡，但根据命题 2-3b，

,𝒒(𝑝)-𝑖 ≤ 𝑞𝑖
∗ ≤ ,𝑓𝑝(𝒒)-𝑖 < 1。若𝑖 ∈ 𝑂 = 𝑂′ ∖ *𝑘+，这将与1 = ,𝒒(𝑝𝑡)-𝑖 ≤

,𝒒(𝑝)-𝑖矛盾；若𝑖 = 𝑘，这将与引理 2-4 矛盾。因此只能有𝑓𝑝(𝒒) = 𝒒。 

 我们现在计算悲观均衡𝒒(𝑝)的下界。与前半部分的证明类似，我们已经知道

,𝒒(𝑝)-𝑂′ = 𝟏𝑂′。设𝑓𝑝
′为子问题中的转移函数，并且定义�̅�′ = ,𝑛- ∖ 𝑂′。通过

对子问题的定义，以及连续使用函数𝑓𝑝的单调性，我们作如下推导： 
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Algorithm 2: LineSweepMethod 

Input: 𝑛,𝑇,𝒂,𝒃. 

Output: The pessimistic equilibrium function 𝒒: 𝑝 ↦ 𝒒(𝑝). 

1. 𝐿𝑖𝑗 ← 𝑇𝑗𝑖/(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖); 

2. 𝑝1 ← max1≤𝑖≤𝑛 𝑏𝑖; 
3. 𝒒(𝑝)|,𝑝1,∞) ← 𝟎; 

4. 𝑍 ← ,𝑛-; 𝑊 ← ∅; 𝑂 ← ∅; 𝑡 ← 1; 

5. While 𝒒(𝑝𝑡) ≠ 𝟏 Do 

6.  𝒒𝑡 ← 𝒒(𝑝𝑡); 

7.  For all 𝑖 ∈ 𝑍 s.t. (𝑏𝑖 − 𝑝𝑡) (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) + ∑ 𝐿𝑖𝑗𝑞𝑗
𝑡

𝑗 = 0 Do 

  𝑍 ← 𝑍 ∖ *𝑖+; 𝑊 ←𝑊 ∪ *𝑖+; 
8.  For all 𝑖 ∈ W s.t. (𝑏𝑖 − 𝑝𝑡) (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) + ∑ 𝐿𝑖𝑗𝑞𝑗

𝑡
𝑗 = 1 Do 

  𝑊 ←𝑊 ∖ *𝑖+; 𝑂 ← 𝑂 ∪ *𝑖+; 
9.  If all eigenvalues of 𝐿𝑊×𝑊 are smaller than 1 in norm Then 

10.   𝒚 ← (1/(𝑏1 − 𝑎1), 1/(𝑏2 − 𝑎2), … ,1/(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛))
𝑇; 

11.   𝒗𝑊 ← (𝐼 − 𝐿𝑊×𝑊)
−1𝒚𝑊; {See Eq. (2-9)} 

12.   𝒗𝑍 ← 𝒚𝑍 + 𝐿𝑍×𝑊𝒗𝑊; {See Eq. (2-10)}  

13.   𝜖𝑚𝑖𝑛 = min  min𝑖∈𝑍  
0−[𝒙+𝐿𝒒𝑡]

𝑖

𝑣𝑖
 ,min𝑖∈𝑊  

1−[𝒙+𝐿𝒒𝑡]
𝑖

𝑣𝑖
  ; {See Eq. (2-11)} 

14.   𝑝𝑡+1 ← 𝑝𝑡 − 𝜖𝑚𝑖𝑛; 

15.   𝒒(𝑝)|,𝑝𝑡+1,𝑝𝑡) ← 〈𝟎𝑍, 𝒓𝑊(𝑝𝑡 − 𝑝),𝟏𝑂〉; 

16.  Else 

17.   𝒖𝑊 ← eigenvector of 𝐿𝑊×𝑊 with eigenvalue no smaller than 1; 

18.   𝑘 ← argmin𝑘∈𝑊,𝑢𝑘≠0*(1 − 𝑞𝑘
𝑡 )/𝑢𝑘+; {See Eq. (2-14) } 

19.   𝑂 ← 𝑂 ∪ *𝑘+; �̅� = ,𝑛- ∖ 𝑂; 

20.   ∀𝑖 ∈ �̅�, ,𝑎𝑖
′, 𝑏𝑖

′- ← ,𝑎𝑖 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑗∈𝑂 , 𝑏𝑖 + ∑ 𝑇𝑗𝑖𝑗∈𝑂 -; {See Eq. (2-15)} 

21.   𝒒′ ← 𝐿𝑖𝑛𝑒𝑆𝑤𝑒𝑒𝑝𝑀𝑒𝑡𝑕𝑜𝑑(|�̅�|,𝑇�̅�×�̅�,𝒂
′,𝒃′); 

22.   𝒒(𝑝)|(−∞,𝑝𝑡) ← 〈𝒒
′(𝑝),𝟏𝑂〉; 

23.   Return 𝒒; 

24.  End If 

25.  𝑡 ← 𝑡 + 1; 

26. End While 

27. 𝒒(𝑝)|(−∞,𝑝𝑡) ← 𝟏; 

Return 𝒒; 
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〈𝟎�̅�′ , 𝟏𝑂′〉 ≤ 𝒒(𝑝) ⇒ 𝑓𝑝
′(𝟎�̅�′) = ,𝑓𝑝(〈𝟎�̅�′ , 𝟏𝑂′〉)-�̅�′ ≤ ,𝑓𝑝(𝒒(𝑝))-�̅�′ = ,𝒒(𝑝)-�̅�′

⇒ 〈𝑓𝑝
′(𝟎�̅�′), 𝟏𝑂′〉 ≤ 𝒒(𝑝) ⇒ 𝑓𝑝

′(2)(𝟎�̅�′) = ,𝑓𝑝(〈𝑓𝑝
′(𝟎�̅�′), 𝟏𝑂′〉)-�̅�′ ≤ ,𝑓𝑝(𝒒(𝑝))-�̅�′ = ,𝒒(𝑝)-�̅�′

⇒ 〈𝑓𝑝
′(2)(𝟎�̅�′), 𝟏𝑂′〉 ≤ 𝒒(𝑝) ⇒ 𝑓𝑝

′(3)(𝟎�̅�′) = ,𝑓𝑝 .〈𝑓𝑝
′(2)(𝟎�̅�′), 𝟏𝑂′〉/-�̅�′ ≤ ,𝑓𝑝(𝒒(𝑝))-�̅�′ = ,𝒒(𝑝)-�̅�′

…

⇒ 〈𝑓𝑝
′(∞)(𝟎�̅�′), 𝟏𝑂′〉 ≤ 𝒒(𝑝) 𝑖. 𝑒. 〈𝒒

′(𝑝), 𝟏𝑂′ 〉 ≤ 𝒒(𝑝)

 

这便完成了证明。  ∎ 

 

至此，我们通过递归的方法求解出了𝑝 < 𝑝𝑡时的悲观均衡𝒒(𝑝)，也就解决了

原问题。我们将我们去除对角优限制后的扫描法总结在算法 2 中，注意这一方法

需要递归调用自身。与上一节相同，𝒒(𝑝)是一个分段线性函数，并且段数不超过

2𝑛 + 1。为了符号简洁，我们忽略储存函数𝒒(𝑝)的方法，并且假定存在一个简单

的数据结构，可以完成诸如算法 2 的第 15 和第 22 行的赋值操作。 

我们有如下定理。 

定理 2-3：对任意矩阵𝑇，假设其满足𝑇𝑖𝑖 = 0, 𝑇𝑖𝑗 ≥ 0，则算法 2 在多项式时

间内，可以求解任意价格𝑝对应的悲观均衡𝒒(𝑝)，并可求出最大收益。 

证明：算法 2 中的大部分操作都是矩阵操作，可以在多项式时间内求出。我

们需要证明的有两点：一是可以在多项式时间内近似求解特征向量①，二是证明

递归过程有复杂性保证。 

对于前者事实上找到一种多项式时间，并且精度足够的算法并不容易，并且

需要复杂的精度证明。为此，在本章对应的英文版待投论文 [40]中，我们避开了特

征向量的求解，感兴趣的读者可以与作者联系。 

而对于递归的过程，注意到整个递归的深度不会超过𝑛。因而整个算法的总

时间复杂度是多项式级别。    ∎ 

2.7  小结 

在这一章里，我们研究了这样一个定价模型：假定买家的心理价位𝑣𝑖服从

,𝑎𝑖 , 𝑏𝑖-的平均分布，且已知社交网络中的影响因子𝑇𝑖𝑗。在这一模型下，我们设计

出了多项式算法，精确求解了所有贝叶斯纳什均衡中的最小和最大的两个。由于

对买家的理性假设，我们认为买家一定会选择诸均衡中的一个作为自己的策略。 

                                                 
① 尽管我们对特征向量近似求解，但我们依然能精确求解均衡向量𝒒。这是因为特征向量对我们

起到的是辅助作用，回顾 (2-14)，只要特征向量的精度保证了我们可以正确地求出𝑘即可。  
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一个保守的假设是，所有买家都选择了最悲观的均衡𝒒来设计自己的策略。

在这一假设下，我们的多项式算法也可以帮助卖家设计一个合理的定价，使得这

一定价获得最高的收益。值得一提的是，这里即便买家可能选择不同的均衡，我

们依然可以通过均衡的有序性（命题 2-3b)），推出买家𝑖的购买概率至少为𝑞𝑖，因

卖家的期望收益依然被保证。 

关于这一个问题事实上有诸多的后续工作可以进行，也有一些周边问题值得

研究。感兴趣的读者可以参阅本章对应的待投论文 [40]或者与作者取得联系。 
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第3章 无金钱参与的可信机制 

3.1  问题背景 

我们从经济学中的一个经典问题入手：政府计划在一个城市中建造几个图书

馆来为大众服务。所有的居民需要上报他们的家庭住址，然后政府依据这些信息，

决定最合适的图书馆位置。每个居民都希望自己能够到最近的图书馆越近越好，

与此同时，政府所希望的是最小化所有居民到最近的图书馆的距离之和，这被称

作社会成本(social cost)。在很多情况下，政府并不能相信居民自己汇报的地址，

因为人通常是自私的，可能为了个人利益谎报住址。 

这类问题被称作选址问题(facility game)。在选址问题里，每个参与者(agent)

汇报他们所在的位置，并且由一个机制(mechanism)选择需要建立的设施的位置。

在经济学中，机制也被称作社会选择(social choice)。具体来说，假定参与者和需

要建立的设施，都存在于某个度量空间内。譬如，这里的度量可以选取欧式距离，

或图论中的最短路径距离。所有参与者都会尝试谎报自己的位置来获利，而为了

避免这种情况发生，博弈论中引入了可信机制(truthful mechanism)的概念，它保

证了任何一个参与者都不能通过单边谎报自己的信息获利。一个更强的定义叫做

组群可信机制(group truthful mechanism)，它保证了任何一组参与者都不能通过集

体谎报来使得每个人都严格获利。正式的定义将在下一节中给出。 

选址问题在社会科学中有着广泛的研究。在度量空间下，有一些文献对可信

机制作出了部分刻画：譬如 [7] [30] [5] [38]研究了一维直线情形， [37]研究了普

通网络的情形。但是，这些工作没有研究关于对社会成本的优化或近似。 

从算法的角度研究机制设计是在 1999 年由 Nisan 和 Ronen 的重要工作 [31]

所发起的。在刚过去的十年里，有相当多的工作从优化的角度分析机制设计 [25] [3] 

[12] [24]。他们大多数都研究的是有金钱参与的机制。值得一提的是，著名的

Vickrey-Clarke-Groves 机制 [39] [10] [19]就是可信的，因此如果允许金钱参与，我们

的选址问题是可以很容易保证最优社会成本的。 

而在很多的情形下，货币的传递可能并不合法，或者会带来道德问题，

Schummer 和 Vohra
 [36]就注意到了这一问题，选举就是一个典型的例子。最近，

Procaccia 和 Tennenholtz
 [33]正式地启动了“没有金钱参与的机制设计”这一课题。
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这一思想也可以追溯到 Dekel 等人 [11]对激励相容性学习(incentive compatible 

learning)的研究。 

从更算法的角度来看，Procaccia 和 Tennenholtz
 [33]研究了这样的可信机制，

它对任何的输入，所产生的社会成本都不会超过最优社会成本的𝛾倍，这样的机

制被称作𝛾近似。我们将要研究的是关于近似比𝛾的上下界。注意，这里的下界是

由于机制的可信性造成的，而并不是因为计算复杂性造成的。 

对于一维直线情形，倘若有两个设施需要同时选址，Procaccia 和 Tennenholtz
 

[33]证明了𝑛 − 2的上界，以及1.5的下界，这是对确定性的可信机制而言的。后来

陆品燕等人 [27]将1.5的下界提高到了 2。此外，陆品燕等人 [27]还研究了随机性的

可信机制(randomized truthful mechanism)，并得到𝑛/2的上界以及1.045的下界。

如何将这里的上下界之间的分歧缩小是一个未决问题，而本章将在渐进的意义下，

对这两种情形分别消除分歧。 

此外，Alon 等人 [2]还研究了在一般度量空间内的选址。他们几乎给出了有界

近似比的可信机制的完整刻画，但是假定了只有一个设施需要选址。在本章中，

我们将研究两个设施的选址，并且我们的结果可应用于一般度量空间。注意，这

里的推广并不是显然的，但可以看作是 [2]和 [33]这两篇工作的交叉扩展。 

3.1.1  主要贡献 

对于一般度量空间内的二设施选址问题，我们研究了可信机制的近似比。这

是超过一个设施的选址问题，第一次在一般度量空间内被研究。我们得到了三个

主要结果。 

第一个结果是确定性可信机制的线性下界。值得一提的是，即便在一般度量

空间（最弱的模型）下，这也是两个设施的第一次突破常数的下界。这解决了 [33]

的猜想。在证明过程中，我们强调两个新定义的概念：半组群可信(partial group 

truthfulness)，以及像集(image set)。这两个概念是对任意数量的设施，以及一般

度量空间均成立的，因此可能对今后的其它推广工作有重要的作用。 

我们的第二个结果，是关于随机可信机制的。我们证明了一个常数的近似比

上界，可以在度量空间（最强的模型）下成立，而在我们之前最好的上界也只是

线性𝑂(𝑛)的，并且只能在一维直线情形下工作。这一结果与我们的第一个结果相

比，可以看见随机型的确是一个在（没有金钱参与）可信机制设计中的重量级工

具。 
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我们的第三个结果，是一个确定性的可信机制，并且在度量空间为圆时有线

性O(𝑛)近似比。所谓圆是𝑆1 ⊂ ℝ2，且圆上两点的距离定义为两点之间的劣弧的

长度。值得注意的是，这是两个设施选址问题，在除了一维直线以外的度量空间，

第一次得到有限上界的例子。同时，我们设计的机制不仅是可信的，还是组群可

信的。 

我们将我们的结果与当前最优结果列在下表中比较。我们的结果为黑体，前

人的结果写在括号中，N/A 表示从未有结果。 

表3.1 二设施选址问题 与当前最好结果的比较 

 确定性可信机制 随机性可信机制 

一维直线 
上界：（𝑛 − 2 [33]） 

下界：(𝒏 − 𝟏) 𝟐 （2 [27]） 

上界：𝟒（𝑛 2  [27]） 

下界：（1.045 [27]） 

圆 
上界：𝒏 − 𝟏（N/A） 

下界：(𝒏 − 𝟏) 𝟐 （2 [27]） 

上界：𝟒（N/A） 

下界：（1.045 [27]） 

一般度量空间 
上界：N/A（N/A） 

下界：(𝒏 − 𝟏) 𝟐 （2 [27]） 

上界：𝟒（N/A） 

下界：（1.045 [27]） 

3.1.2  相关工作 

设施选址问题在社会科学中有广泛研究。假定在离散个可选的位置上选择一

个建立设施，并且参与者每人上报自己对可选位置的偏好。著名的

Gibbard-Satterthwaite 定理 [14] [35]告诉我们，如果参与者的偏好可以任意选取，此

时唯一的可信机制是独裁法，即无论参与者汇报怎样的偏好，都严格选定一个指

定的参与者的位置。 

在现实生活中，参与者可能希望的位置并不是任意的。特别地，对于一维直

线的设施选址，参与者应当有一个单峰的偏好，而这个峰在参与者自己的位置。 

[7]研究了这类特殊偏好的问题。在此之后， [30] [5] [38]对一维直线情形下的可

信机制做了完整刻画，感兴趣的读者可以参阅 Barberà在 [4]里给出的详细调研。

值得一提的是，对于两个或更多设施的特征化（甚至是在一维线性下）一直都是

未决难题。 

除了社会成本之外，Procaccia 和 Tennenholtz
 [33]以及 Alon 等人 [2]还研究了另

一种优化目标——最大成本，并对可信机制在这一目标下给出了近似比的上下界。

此外， [33] [27]还研究了另一种设施选址问题，其中每个参与者控制多个位置，

并且希望降低她在所有位置的成本之和。 
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3.2  预备知识 

用(Ω, 𝑑)表示度量空间，其中𝑑: Ω × Ω → ℝ是度量。空间中两个点𝑥, 𝑦 ∈ Ω的距

离是𝑑(𝑥, 𝑦)。回忆对所有的𝑥 ∈ Ω，我们有𝑑(𝑥, 𝑥) = 0。 

设𝑁 = ,𝑛- = *1,2, … 𝑛+为所有的参与者，且第𝑖个参与者上报的地址为𝑥𝑖 ∈ Ω。

我们用𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛)表示一个地址配置(location profile)。 

在𝑘设施选址问题中，一个确定性机制(deterministic mechanism)将给定地

址配置𝒙，输出𝑘个设施分别的位置，因此是一个函数𝑓: Ω𝑛 → Ω𝑘。假定设施被分

配的地址为𝑓(𝒙) = *𝑙1, 𝑙2, … 𝑙𝑘+，定义第𝑖个参与者的成本，是她与最近设施的距离： 

cost(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖) = min
𝑗=1,… ,𝑘

*𝑑(𝑙𝑗 , 𝑥𝑖)+ 

一个随机性机制(randomized mechanism)是一个函数𝑓: Ω𝑛 → Δ(Ω𝑘)，这里

Δ(Ω𝑘)是在空间Ω𝑘上的分布。此时第𝑖个参与者的成本定义为她与最近设施的期望

距离： 

cost(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖) = 𝔼𝒍~𝑓(𝒙) [ min
𝑗=1,… ,𝑘

*𝑑(𝑙𝑗 , 𝑥𝑖)+] 

我们用𝒙−𝑖 = (𝑥1, … 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, … 𝑥𝑛)表示除了𝑖以外的地址配置，并定义

𝒙 = 〈𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖〉。类似地，当𝑆 ⊂ 𝑁是一组参与者时，我们用𝒙 = 〈𝒙𝑆, 𝒙−𝑆〉表示这样的

配置，其中𝑆中的参与者遵循地址𝒙𝑆，其他参与者遵循𝒙−𝑆。为了简便起见，我们

做如下简化表示：𝑓(𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖) ≔ 𝑓(〈𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖〉)，𝑓(𝒙𝑆, 𝒙−𝑆) ≔ 𝑓(〈𝒙𝑆, 𝒙−𝑆〉)。 

此时关于机制𝑓的社会成本定义为所有𝑛个参与者的成本之和： 

𝑆𝐶(𝑓, 𝒙) ≔∑cost(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

注意在随机的情形下，这个社会成本是一个期望值。对于地址配置𝒙，我们用

OPT(𝒙)表示最优的社会成本。我们称一个机制𝑓有近似比𝛾，如果对所有的地址配

置𝒙 ∈ Ω𝑛， 

𝑆𝐶(𝑓, 𝒙) ≤ 𝛾OPT(𝒙) 

这一章将着重研究𝑘 = 2的情形，并称之为二设施选址问题。除了一般的度量

空间以外，我们还研究两个特例：一维直线以及圆。前者就是实轴上的欧几里得

度量空间；而后者是𝑆1 ∈ ℝ2并且定义度量为两点间劣弧的长度。我们关于直线和

圆的特例的定义，与 [2]中所述一致。 

现在，我们对可信机制，和组群可信机制做出正式定义： 

定义 3-1：一个机制是可信(truthful)的，如果任意一个参与者都不能通过

谎报她的位置，来获得利益。严格来说，给定参与者𝑖，位置配置𝒙 = 〈𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖〉 ∈ Ω
𝑛，
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以及任何谎报的位置𝑥𝑖
′ ∈ Ω，都有： 

cost(𝑓(𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖), 𝑥𝑖) ≤ cost(𝑓(𝑥𝑖
′, 𝒙−𝑖), 𝑥𝑖) 

定义 3-2：一个机制是组群可信(group truthful)的①，如果任意一组参与者

同时谎报他们的位置，都有至少一个人不能获利。严格来说，给定非空集合𝑆 ⊂ 𝑁，

位置配置𝒙 = 〈𝒙𝑆, 𝒙−𝑆〉 ∈ Ω
𝑛，以及任何谎报的位置𝒙𝑆

′ ∈ Ω|S|，都存在𝑖 ∈ 𝑆满足： 

cost(𝑓(𝒙𝑆, 𝒙−𝑆), 𝑥𝑖) ≤ cost(𝑓(𝒙𝑆
′ , 𝒙−𝑆), 𝑥𝑖) 

3.2.1  半组群可信（Partial Group Truthfulness） 

受到组群可信定义的启发，我们定义如下的半组群可信： 

定义 3-3：一个机制是半组群可信(partial group truthful)的，如果任意

一组在同一个位置的参与者，同时谎报他们的位置，每个人都不能获利。严格来

说，给定非空集合𝑆 ⊂ 𝑁，位置配置𝒙 = 〈𝒙𝑆, 𝒙−𝑆〉 ∈ Ω
𝑛，其中𝒙𝑆 = (𝑥,… , 𝑥)，以及

任何谎报的位置𝒙𝑆
′ ∈ Ω|S|，我们有： 

cost(𝑓(𝒙𝑆, 𝒙−𝑆), 𝑥) ≤ cost(𝑓(𝒙𝑆
′ , 𝒙−𝑆), 𝑥) 

从直觉上来看，定义 3-3 说的是倘若一组参与者在同一个位置，那么他们不

能同时谎报并且获利。从定义我们可以看出： 

组群可信 ⇒半组群可信 ⇒可信 

在接下来的引理中，我们将看到其中的一个反方向也是成立的： 

引理 3-1：在𝑘设施选址问题中，一个可信的机制，也是半组群可信的。 

证明：我们使用与定义 3-3 相同的记号。此外，设𝑆 = *𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑙+，则𝑥𝑠𝑖
′ 是

𝒙𝑆
′中参与者𝑠𝑖所谎报的位置。考虑如下的配置序列： 

𝑃𝑖(0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙):  {

𝑠𝑗上报𝑥 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖

𝑠𝑗上报𝑥𝑠𝑖
′ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑙

其他人上报𝒙−𝑆

 

根据定义， 

cost(𝑓(𝑃0), 𝑥) = cost(𝑓((𝑥, … , 𝑥), 𝒙−𝑆), 𝑥) 

以及 

cost(𝑓(𝑃𝑙), 𝑥) = cost(𝑓(𝒙𝑆
′ , 𝒙−𝑆), 𝑥) 

我们接下来将证明cost(𝑓(𝑃0), 𝑥) ≤ cost(𝑓(𝑃𝑙), 𝑥)。 

                                                 
① 这里遵循  [2] [33]我们采用了组群可信的弱定义。而有一些其他工作使用了强定义：不可能存

在一个集合，使得他们通过谎报，所有人的成本不增，并且至少有一个人严格下降。  
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当1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙时，在配置𝑃𝑖中参与者𝑠𝑖处在位置𝑥。此时我们考虑参与者𝑠𝑖谎报

到𝑥𝑠𝑖
′ 的情形，这就是𝑃𝑖−1。根据可信机制的定义，参与者𝑠𝑖不能通过这次谎报获

利，也就是cost(𝑓(𝑃𝑖), 𝑥) ≤ cost(𝑓(𝑃𝑖−1), 𝑥)。对所有这样的𝑖求和即得所要的结论。

∎ 

我们在此做一个预告，下一节中我们将要证明的下界，需要多次借助这里的

半组群可信的性质。值得一提的是，半组群可信的性质并没有根据二设施来定义，

也就是对于𝑘设施依然成立，这可能对今后的更进一步研究提供方便。 

3.3  确定性机制的线性下界 

在这一节，我们将给出确定性可信机制的近似比下界
𝑛−1

2
。这个下界是在一维

直线中得到的，因此可以直接扩展到一般度量空间。前人得到的最好结果只是常

数 [33] [27]。 

对于在直线上的二设施选址问题，选择最左和最右的两个上报的位置放置设

施，是一个确定性的可信机制，但是只能保证𝑛 − 2倍的近似比 [33]。因此，我

们的下界在渐进意义上，与这个上界是吻合的。 

3.3.1  像集（Image Set） 

我们先研究一些关于𝑘设施选址问题的性质，这些性质将被用来证明二设施

选址，但或许会对将来的更深入研究有作用。 

我们定义像集（image set）的概念。给定确定性机制𝑓，定义参与者𝑖关于位

置配置𝒙−𝑖的像集，为当𝑥𝑖在全空间内变化时，所有的设施可能放置位置的并： 

I𝑖(𝒙−𝑖) =⋃ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖)
𝑥𝑖∈Ω

 

接下来的引理指出了，对于一个可信机制𝑓，它势必会选择I𝑖(𝒙−𝑖)中离𝑖最近

的位置，放置设施。直观而言，像集代表了一个参与者𝑖的能力。如果𝑓输出了𝑖的

能力范围内最佳的一个设施，那么𝑖就没有理由谎报了。 

引理 3-2：设𝑓是一个𝑘设施选址问题的可信机制，并且〈𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖〉 ∈ Ω
𝑛。我们

有： 

cost(𝑓(𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖), 𝑥𝑖) = inf
𝑦∈I𝑖(𝒙−𝑖)

𝑑(𝑦, 𝑥𝑖) 

证明：我们反设存在某个𝑦∗ ∈ I𝑖(𝒙−𝑖)满足𝑑(𝑦∗, 𝑥𝑖) < cost(𝑓(𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖), 𝑥𝑖)。 
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由像集的定义，存在𝑥𝑖
∗满足𝑦∗ ∈ 𝑓(𝑥𝑖

∗, 𝒙−𝑖)。考虑参与者𝑖在位置𝑥𝑖的情形。她

可以谎报自己的位置在𝑥𝑖
∗，获得比她现有成本cost(𝑓(𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖), 𝑥𝑖)更低的成本

𝑑(𝑦∗, 𝑥𝑖)。这与𝑓是可信机制矛盾。     ∎ 

这个引理还暗示了，如果某个参与者谎报，称自己的位置在一个已经被分配

了设施的位置上，那么在新分配的设施中，也一定有一个设施被放置在这个位置。

严格来说我们给出： 

推论 3-1：𝑓是一个𝑘设施选址问题的可信机制，并且𝒙 = 〈𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖〉 ∈ Ω
𝑛。如果

𝑧 ∈ 𝑓(𝒙)，那么也应该有𝑧 ∈ 𝑓(𝑧, 𝒙−𝑖)。 

证明：根据像集的定义，𝑧 ∈ 𝑓(𝒙) = 𝑓(𝑥𝑖 , 𝒙−𝑖)，所以𝑧 ∈ I𝑖(𝒙−𝑖)。根据引理

3-2，cost(𝑓(𝑧, 𝒙−𝑖), 𝑧) = inf𝑦∈I𝑖(𝒙−𝑖) 𝑑(𝑦, 𝑧)，但是等式的右边是 0（因为𝑧 ∈ I𝑖(𝒙−𝑖)）。

综上，必有z ∈ 𝑓(𝑧, 𝒙−𝑖)。     ∎ 

接下来我们不加证明地给出引理 3-2 的另一个直接推论： 

推论 3-2：设I𝑖(𝒙−𝑖)是一个𝑘设施选址问题可信机制的像集，且度量空间为

(Ω, 𝑑)，那么I𝑖(𝒙−𝑖)是Ω中的闭集（这里的拓扑为度量𝑑(∙)所诱导的自然拓扑） 

现在我们将像集的概念扩展到多个参与者。给定机制𝑓，我们定义一组参与

者𝑆的像集为一个关于𝒙−𝑆的函数： 

J𝑆(𝒙−𝑆) =⋃ 𝑓(𝒙𝑆, 𝒙−𝑆)
𝒙𝑆∈Ω

|𝑆|
 

使用半组群可信的性质，引理 3-2、推论 3-1 以及推论 3-2 分别有如下的对应

副本。 

引理 3-3（继承引理 3-2）：设𝑓是一个𝑘设施选址问题的可信机制。给定一组

参与者S ⊂ 𝑁，假定𝒙𝑆 = (𝑥, … , 𝑥)，并且𝒙−𝑆 ∈ Ω
𝑛−|𝑆|。我们有： 

cost(𝑓(𝒙𝑆, 𝒙−𝑆), 𝑥) = inf
𝑦∈J𝑆(𝒙−𝑆)

𝑑(𝑦, 𝑥) 

证明：我们反设存在某个𝑦∗ ∈ JS(𝒙−𝑆)满足𝑑(𝑦∗, 𝑥) < cost(𝑓(𝒙𝑆, 𝒙−𝑆), 𝑥)。 

由像集的定义，存在𝒙𝑆
′满足𝑦∗ ∈ 𝑓(𝒙𝑆

′ , 𝒙−𝑆)。根据半组群可信的性质（回忆引

理 3-1），𝑆中的参与者不能集体谎报到𝒙𝑆
′并且获利，因此： 

cost(𝑓(𝒙𝑆, 𝒙−𝑆), 𝑥) ≤ cost(𝑓(𝒙𝑆
′ , 𝒙−𝑆), 𝑥) ≤ 𝑑(𝑦

∗, 𝑥𝑖) 

导致了矛盾。     ∎ 

类似地，我们有如下两个推论： 

推论 3-3（继承推论 3-1）：𝑓是一个𝑘设施选址问题的可信机制。给定一组参

与者𝑆 ⊂ 𝑁，并且𝒙−𝑆 ∈ Ω
𝑛−|𝑆|。我们有： 

∀𝑥 ∈ J𝑆(𝒙−𝑆), 𝑥 ∈ 𝑓((𝑥,… , 𝑥), 𝒙−𝑆) 
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推论 3-4（继承推论 3-2）：J𝑆(𝒙−𝑆)是Ω中的闭集。 

3.3.2  下界的证明 

在这一节中，我们给出关于下界的主定理，并给出证明。 

定理 3-1：对于在一维直线上的二设施选址问题，任何确定性的可信机制的

近似比，都将至少为
𝑛−1

2
。 

我们关于下界的证明，将不断研究如下的一类位置配置： 

𝒙(𝑎, 𝑏) ≔ (𝑎, 𝑎, … , 𝑎⏟      
(𝑛−1)/2

, 𝑏, 𝑏, … , 𝑏⏟      
(𝑛−1)/2

, 1) 

其中𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 1是两个参数。直觉上可以看到，当𝑎 = −1, 𝑏 = 0时，一个有较好近

似比的机制，必须将其中一个设施放在𝑎附近，另一个设施放在𝑏附近；当𝑎和𝑏之

间的距离非常小的时候，这个机制又必须将一个设施放在𝑎, 𝑏附近，另一个放在1

附近。但是，我们将看到，一个可信的机制不能同时满足这两种情形。 

注意到，在𝒙(𝑎, 𝑏)中，
𝑛−1

2
个参与者同时处在𝑎，另外

𝑛−1

2
个参与者同时处在𝑏，

这一配置将为我们使用“半组群可信”提供了方便。 

假定𝑆𝑎（或𝑆𝑏）表示处在位置𝑎（或𝑏）的那些参与者的集合。那么𝒙−𝑆𝑎（或𝒙−𝑆𝑏）

就是在𝑆𝑏（或𝑆𝑎）中的参与者上报𝑏（或𝑎），并且最后一个参与者上报1。我们定

义： 

I𝑎(𝑏) = J𝑆𝑎(𝒙−𝑆𝑎) = J𝑆𝑎((𝑏, … , 𝑏, 1))

I𝑏(𝑎) = J𝑆𝑏(𝒙−𝑆𝑏) = J𝑆𝑏((𝑎, … , 𝑎, 1))
 

引理 3-4：考虑一维直线的二设施选址问题。假设𝑓是一个保证了近似比小于
𝑛−1

2
的可信机制，那么对任何𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 1，必有𝑎 ∈ 𝑓(𝒙(𝑎, 𝑏))。 

证明：当𝑏 = 1的时候结论显然。现在考察𝑏 < 1时候的I𝑎(𝑏)。我们首先证明，

I𝑎(𝑏) ∩ (−∞, 𝑏) = (−∞, 𝑏)，通过反设的方法：反设存在𝑐 < 𝑏满足𝑐 ∉ I𝑎(𝑏) 

 
图3.1 关于𝑐, 𝑎∗以及𝑎∗ + 𝜖的定义 

注意，当𝑎 → −∞的时候，任何有有界近似比的机制，都必须在𝑎附近放置一

个设施，当然这个设施在𝑐的左侧。这说明I𝑎(𝑏) ∩ (−∞, 𝑏) ≠ ∅，我们可以定义

𝑎∗ = sup𝑥∈I𝑎(𝑏)*𝑥 < 𝑐+。因为I𝑎(𝑏)是一个闭集（回忆推论 3-4），我们有𝑎∗ ∈ I𝑎(𝑏)。 

因此，如图 3.1 所示，我们有𝑎∗ < 𝑐 < 𝑏。根据上述定义，我们还有

(𝑎∗, 𝑐- ∩ I𝑎(𝑏) = ∅。选取任意的0 ≤ 𝜖 < (𝑐 − 𝑎∗)/2，在像集I𝑎(𝑏)中，与𝑎∗ + 𝜖最
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近的，一定是𝑎∗（这个点是唯一的）。因此根据引理 3-3，𝑎∗ ∈ 𝑓(𝒙(𝑎∗ + 𝜖, 𝑏))。

我们固定𝜖 =
𝑐−𝑎∗

3
≤
𝑏−𝑎∗

3
，并且考虑如下配置： 

𝒙′ = (𝑎∗ + 𝜖, 𝑎∗ + 𝜖,… , 𝑎∗ + 𝜖⏟              
(𝑛−1)/2

, 𝑏, 𝑏, … , 𝑏⏟      
(𝑛−1)/2

, 𝑎∗) 

根据事实𝑎∗ ∈ 𝑓(𝒙(𝑎∗ + 𝜖, 𝑏))，以及推论 3-2，我们知道𝑎∗ ∈ 𝑓(𝒙
′)。可是，无

论𝑓如何放置第二个设施，总的社会成本至少为
(𝑛−1)𝜖

2
。这与𝑓有小于

𝑛−1

2
近似比的

性质矛盾，因为关于𝒙′的最优的社会成本仅为𝜖。综上，我们有I𝑎(𝑏) ∩ (−∞, 𝑏) =

(−∞, 𝑏)。 

最后，通过推论 3-3，可以看到对于任意的𝑎 < 𝑏，必有𝑎 ∈ 𝑓(𝒙(𝑎, 𝑏))。而对

于𝑎 = 𝑏的情形，结论是显然的。  ∎ 

使用类似的技术，我们还能证明下面这个引理： 

引理 3-5：考虑一维直线的二设施选址问题。假设𝑓是一个保证了近似比小于
𝑛−1

2
的可信机制，那么对任何𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 1，必有𝑏 ∈ 𝑓(𝒙(𝑎, 𝑏))。 

证明：引理当𝑎 = 1时是显然的。现在考察𝑎 < 1时的I𝑏(𝑎)。我们先证明

I𝑏(𝑎) ∩ (𝑎, 1) ≠ ∅。 

如果I𝑏(𝑎) ∩ (𝑎, 1) = ∅，考虑配置𝒙 .𝑎,
𝑎+1

2
/。处在位置

𝑎+1

2
处的参与者，他们

的成本至少是
1−𝑎

2
，因为I𝑏(𝑎) ∩ (𝑎, 1) = ∅。因此，总的社会成本至少是

𝑛−1

2
∙
1−𝑎

2
，

而最优社会成本仅仅是
1−𝑎

2
，这与我们“𝑓是小于

𝑛−1

2
近似机制”的假设矛盾。因此，

一定可以取出某个𝑐0 ∈ I𝑏(𝑎) ∩ (𝑎, 1)。 

接下来我们要证明I𝑏(𝑎) ∩ (𝑎, 1) = (𝑎, 1)。反设存在𝑐 ∈ (𝑎, 1)满足𝑐 ∉ I𝑏(𝑎)，

显然地，𝑐 ≠ 𝑐0。 

 
图3.2 关于𝑐0, 𝑐, 𝑏∗以及𝑏∗的定义 

如果𝑐 < 𝑐0（图 3.2(a)），我们定义𝑏∗ = inf𝑥∈I𝑏(𝑎)*𝑥 > 𝑐+。因为I𝑏(𝑎)是闭集（推

论 3-4），我们有𝑏∗ ∈ I𝑏(𝑎)以及𝑎 < 𝑐 < 𝑏∗ ≤ 𝑐0 < 1。 

根据上述定义，我们知道,𝑐, 𝑏∗) ∩ I𝑏(𝑎) = ∅。对任意的0 ≤ 𝜖 < (𝑏∗ − 𝑐)/2，

可以看到在像集I𝑏(𝑎)中，离𝑏∗ − 𝜖最近的点是𝑏∗（这个点唯一）。因此，根据引理

3-3，𝑏∗ ∈ 𝑓(𝒙(𝑏∗ − 𝜖, 𝑏))。现在我们固定𝜖 =
𝑏∗−𝑐

3
<
𝑏∗−𝑎

3
，并且考虑如下配置： 

𝒙′ = (𝑎, 𝑎, … , 𝑎⏟      
(𝑛−1)/2

, 𝑏∗ − 𝜖, 𝑏∗ − 𝜖,… , 𝑏∗ − 𝜖⏟              
(𝑛−1)/2

, 𝑏∗) 
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根据𝑏∗ ∈ 𝑓(𝒙(𝑏∗ − 𝜖, 𝑏))的事实，以及推论 3-1，必有𝑏∗ ∈ 𝑓(𝒙′)。可是，无论

𝑓如何放置第二个设施，总的社会成本都至少是
(𝑛−1)𝜖

2
，与𝑓具有小于

𝑛−1

2
的近似比

矛盾，因为𝒙′的最优社会成本仅为𝜖。 

如果𝑐 > 𝑐0（图 3.2(b)），我们定义𝑏∗ = sup𝑥∈I𝑏(𝑎)*𝑥 < 𝑐+。由于I𝑏(𝑎)是闭集，

我们知道𝑏∗ ∈ I𝑏(𝑎)，并且𝑎 < 𝑐0 ≤ 𝑏∗ ≤ 𝑐 < 1。 

根据上述定义，我们知道(𝑏∗, 𝑐- ∩ I𝑏(𝑎) = ∅。对任意的0 ≤ 𝜖 < (𝑐 − 𝑏∗)/2，

在像集I𝑏(𝑎)中，离𝑏∗ + 𝜖最近的点是𝑏∗（这个点唯一）。因此，根据引理 3-3，

𝑏∗ ∈ 𝑓(𝒙(𝑏∗ + 𝜖, 𝑏))。现在我们固定𝜖 = min 2
𝑐−𝑏∗

3
,
𝑏∗−𝑎

3
3，并且考虑如下配置： 

𝒙′′ = (𝑎, 𝑎, … , 𝑎⏟      
(𝑛−1)/2

, 𝑏∗ + 𝜖, 𝑏∗ + 𝜖,… , 𝑏∗ + 𝜖⏟              
(𝑛−1)/2

, 𝑏∗) 

根据𝑏∗ ∈ 𝑓(𝒙(𝑏∗ + 𝜖, 𝑏))的事实，以及推论 3-1，必有𝑏∗ ∈ 𝑓(𝒙
′′)。可是，无

论𝑓如何放置第二个设施，总的社会成本都至少是
(𝑛−1)𝜖

2
，与𝑓具有小于

𝑛−1

2
的近似

比矛盾，因为𝒙′′的最优社会成本仅为𝜖。 

综上所述，我们证明了I𝑏(𝑎) ∩ (𝑎, 1) = (𝑎, 1)。再根据推论 3-3，可以推出对

所有的𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 1，都有𝑏 ∈ 𝑓(𝒙(𝑎, 𝑏))。注意到这一结论对于𝑏 = 𝑎或者𝑏 = 1，也

是显然成立的。  ∎ 

现在，我们给出主定理的证明。 

定理 3-1 的证明：我们考虑如下配置 

�̃� = (0,0,… ,0⏟    
(𝑛−1)/2

,
1

𝑛2
,
1

𝑛2
, … ,

1

𝑛2⏟        
(𝑛−1)/2

, 1) 

根据引理 3-4 和引理 3-5，任何可信机制𝑓，如果它保证了小于
𝑛−1

2
的近似比，

那么对于上述配置，𝑓必然要在
1

𝑛2
和0分别放置一个设施，总社会成本为1。然而，

最优的社会成本其实只有
1

2𝑛
，只需要将两个设施分别放在0和1两处。这与𝑓保证

了一个小于
𝑛−1

2
的近似比矛盾。     ∎ 

3.3.3  讨论 

我们的下界是在一维直线的情形下构造的，当然它可以被直接拓展到一般的

度量空间。而对于一些特殊的度量空间，如圆，他们可以在局部被看作直线，因

此也具有这一下界。在直线的情形下，我们已经有一个𝑛 − 2的上界机制，与我们

的下界在渐进意义下是吻合的。但是，这一下界对于更一般的度量空间不一定是

紧的。譬如，除了直线和圆（见第 3.5 章），没有过确定性可信机制的上界。一种

很可能发生的情形是，对于一般度量空间的可信机制的近似比，或许是无界的。 
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显而易见的是，我们分析线性下界的技巧可以推广到𝑘个设施选址的机制设

计（𝑘 > 2）。但是，在这种情形下，即便是一维直线，我们都不知道这个下界是

否是紧的。特别地，一个重要的未决问题是： 

对于一维直线上的三设施选址问题，是否存在可信机制，可以保证任何有界

的近似比。 

3.4  比例分配机制（Proportional Mechanism） 

在前一节中，我们证明了任何确定性的可信机制都不能保证一个好的（亚线

性）的近似比。在这一节里，我们将给出二设施选址问题的，首个具有常数近似

比的随机性机制。而在此之前，现有的最优的随机性机制只能保证𝑛/2倍的近似

比，且只能在一维直线下成立。我们的机制可以在任意度量空间内成立。 

比例分配机制： 

给定地址配置𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)，两个设施的地址通过以下的随机过程得到： 

第一轮：从𝑁中随机选取一个参与者𝑖，每个参与者有1/𝑛的概率被选中，并将第

一个设施放置在𝑙1 = 𝑥𝑖处； 

第二轮：定义𝑑𝑗 = 𝑑(𝑙1, 𝑥𝑗)为参与者𝑗与第一个设施的距离。我们以
𝑑𝑗

∑ 𝑑𝑘𝑘∈𝑁
的概率

选取参与者𝑗，并将第二个设施放置在𝑙2 = 𝑥𝑗处。①
 

这里提出的比例分配机制，一定会将设施放置在某个上报的位置，并且放置

第二个设施的概率，与每个参与者到第一个设施的距离成正比。这就是为什么我

们称之为“比例分配”机制。 

这一机制有如下的重要性质。当地一个设施固定时，每个参与者的期望成本

可以写成
𝑋

𝑌
𝑍的形式，这里𝑋, 𝑌, 𝑍是距离，

𝑋

𝑌
是表示概率的系数，而𝑍是成本。但是，

我们也可以将其理解为
𝑍

𝑌
𝑋，其中

𝑍

𝑌
表示系数，𝑋是成本。这一个小技巧将在我们本

节的证明汇总反复出现。 

3.4.1  可信性 

定理 3-2：二设施选址问题的比例分配机制是可信的。 

证明：我们用cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)表示假定第一个设施放置在𝑥𝑘后，参与者𝑖的期

望成本。显然有cost𝑖(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖) = 0。对于𝑖的总社会成本为： 

                                                 
① 如果所有参与者汇报相同的位置，那么我们的机制将第二个设施也放在 𝑙1处。  
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cost(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖) =
1

𝑛
∑cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛
∑cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)

𝑘≠𝑖

 

考虑配置𝒙′ = 〈𝑥𝑖
′, 𝒙−𝑖〉，其中参与者𝑖谎报自己的位置从𝑥𝑖到𝑥𝑖

′。为了证明可

信性，我们只需要证明对于所有的𝑘 ≠ 𝑖， 

cost𝑘(𝑓(𝒙
′), 𝑥𝑖) ≥ cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖) 

以下我们固定第一个设施在𝑥𝑘处。回忆定义𝑑𝑖 = 𝑑(𝑙1, 𝑥𝑖) = 𝑑(𝑥𝑘 , 𝑥𝑖)，那么

cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)可以写成 

∑ 𝑑𝑗min{𝑑𝑖 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)}
𝑛
𝑗=1

∑ 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1

=
∑ 𝑑𝑗min{𝑑𝑖 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)}𝑗≠𝑖

∑ 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1

 

设𝑑𝑖
′ = 𝑑(𝑙1, 𝑥𝑖

′)，当第𝑖个参与者谎报后，她的成本为 

∑ 𝑑𝑗min{𝑑𝑖 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)}𝑗≠𝑖

∑ 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1 + (𝑑𝑖

′ − 𝑑𝑖)
+
𝑑𝑖
′min*𝑑𝑖 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖

′)+

∑ 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1 + (𝑑𝑖

′ − 𝑑𝑖)
 

将以上两个表达式比较之后我们有如下关系： 

cost𝑘(𝑓(𝒙
′), 𝑥𝑖) =

cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)∑ 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1

∑ 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1 + (𝑑𝑖

′ − 𝑑𝑖)
+
𝑑𝑖
′min*𝑑𝑖 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖

′)+

∑ 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1 + (𝑑𝑖

′ − 𝑑𝑖)
 

如果𝑑𝑖
′ ≤ 𝑑𝑖，右边的第一项已经大于了cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)，而第二项非负。因此我们

只需要考虑𝑑𝑖
′ > 𝑑𝑖的情形。我们有 

cost𝑘(𝑓(𝒙
′), 𝑥𝑖) − cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)

=
−(𝑑𝑖

′ − 𝑑𝑖)cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)

∑ 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1 + (𝑑𝑖

′ − 𝑑𝑖)
+
𝑑𝑖
′min*𝑑𝑖 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖

′)+

∑ 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1 + (𝑑𝑖

′ − 𝑑𝑖)
 

因此只要证明下式即可： 

𝑑𝑖
′min*𝑑𝑖 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖

′)+ − (𝑑𝑖
′ − 𝑑𝑖)cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖) ≥ 0 (3-1) 

我们将通过两种子情况证明上式。 

 如果min*𝑑𝑖 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖
′)+ = 𝑑𝑖，不等式(3-1)成立因为𝑑𝑖

′ ≥ 𝑑𝑖
′ − 𝑑𝑖并且

𝑑𝑖 ≥ cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)。其中后者是因为参与者𝑖至少可以选择在𝑥𝑘处的第一个

设施，而这个设施与她的距离是𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑘) = 𝑑𝑖。 

 如果min*𝑑𝑖 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖
′)+ = 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖

′)，不等式(3-1)也成立，因为𝑑𝑖
′ ≥ 𝑑𝑖 ≥

cost𝑘(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)，以及𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖
′) ≥ 𝑑𝑖

′ − 𝑑𝑖 。这里后者是由于度量空间(Ω, 𝑑)中

的三角不等式，并且有𝑑𝑖
′ = 𝑑(𝑙1, 𝑥𝑖

′)以及𝑑𝑖 = 𝑑(𝑙1, 𝑥𝑖)。 

至此，我们完成了证明。      ∎ 

从以上的证明可以看到，我们的比例分配机制不仅是可信的，在一个稍强一

些的定义下也是可信的：如果一个参与者可以看到机制第一回合（即选定𝑥𝑘）的

随机信息，她依然不能通过谎报获益。 
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3.4.2  对社会成本的近似比 

在这一节中，我们在一般度量空间下，分析我们的比例分配机制，对于总社

会成本的近似比。我们将证明下面这个定理： 

定理 3-3：二设施选址问题下，对任意度量空间，比例分配机制是 4 近似的。 

给定位置配置𝒙，设𝑓𝛼和𝑓𝛽是在最优解中两个设施的位置。取𝛼 ⊂ 𝑁为最优解

中严格离𝑓𝛼较近的参与者构成的集合，𝛽 = 𝑁\𝛼。我们用OPT𝛼表示𝛼中所有参与

者的成本之和，OPT𝛽表示𝛽中所有参与者的成本之和。当然，最优解OPT = OPT𝛼 +

OPT𝛽。 

类似地，我们定义cost𝛼（或cost𝛽）为我们的比例分配机制下，所有𝛼（或𝛽）

中的参与者的成本之和。设𝐹𝛼（或𝐹𝛽）表示我们的机制第一轮选取的参与者𝑘，

在𝛼（或𝛽）中这个随机事件。我们需要对总的期望社会成本做出限制，也就是计

算𝔼,cost𝛼 + cost𝛽-。由于𝐹𝛼和𝐹𝛽是两个互斥事件，他们构成了全概率空间的一个

划分，因此： 

𝔼,cost𝛼 + cost𝛽- = Pr,𝐹𝛼- ∙ 𝔼,cost𝛼 + cost𝛽|𝐹𝛼- + Pr,𝐹𝛽- ∙ 𝔼,cost𝛼 + cost𝛽|𝐹𝛽- 

接下来的两个引理，将帮助我们对𝔼,cost𝛼 + cost𝛽|𝐹𝛼- = 𝔼,cost𝛼|𝐹𝛼- +

𝔼,cost𝛽|𝐹𝛼-进行限制。类似的结论也可以对𝔼,cost𝛼 + cost𝛽|𝐹𝛽-得出。 

引理 3-6：𝔼,cost𝛼|𝐹𝛼- ≤ 2OPT𝛼。 

证明：我们有𝔼,cost𝛼|𝐹𝛼- ≤
1

|𝛼|
∑ ∑ 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)𝑗∈𝛼𝑖∈𝛼 ，因为我们可以完全忽略第

二个设施的存在。根据OPT𝛼 = ∑ 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑓𝛼)𝑖∈𝛼 ，以及三角不等式，我们可以得到： 

|𝛼| ∙ OPT𝛼 =∑|𝛼| ∙ 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑓𝛼)

𝑖∈𝛼

=
1

2
∑∑(𝑑(𝑥𝑖 , 𝑓𝛼) + 𝑑(𝑥𝑗 , 𝑓𝛼))

𝑗∈𝛼𝑖∈𝛼

≥
1

2
∑∑𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)

𝑗∈𝛼𝑖∈𝛼

 

由此引理成立。     ∎ 

引理 3-7：𝔼,cost𝛽|𝐹𝛼- ≤ 2OPT𝛼 + 4OPT𝛽。 

证明：定义 

                   cost𝛽
𝑘,𝑖 ≔ ∑ min*𝑑(𝑥𝑘 , 𝑥𝑗), 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)+𝑗∈𝛽  

为我们的比例分配机制中，第一轮选取了参与者𝑘，第二轮选取了参与者𝑖后，𝛽中

所有参与者的成本之和。用𝑃(𝑖|𝑘)表示当第一轮选取了参与者𝑘的条件下，第二轮

选取参与者𝑖的概率。我们有： 
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𝔼,cost𝛽|𝐹𝛼- = ∑
1

|𝛼|
∑cost𝛽

𝑘,𝑖 ∙ 𝑃(𝑖|𝑘)

𝑖∈𝛼𝑘∈𝛼

+∑
1

|𝛼|
∑cost𝛽

𝑘,𝑖 ∙ 𝑃(𝑖|𝑘)

𝑖∈𝛽𝑘∈𝛼

 
(3-2) 

对于(3-2)式中的第一项，我们忽略第二个设施，并且用𝛽中所有参与者到第

一个设施𝑙1(= 𝑥𝑘)的距离来限制： 

∑
1

|𝛼|
∑cost𝛽

𝑘,𝑖 ∙ 𝑃(𝑖|𝑘)

𝑖∈𝛼𝑘∈𝛼

≤∑
1

|𝛼|
∑(∑𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑗)

𝑗∈𝛽

) ∙
𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑖)

∑ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑗)𝑗∈𝑁
𝑘∈𝛼𝑖∈𝛼

≤∑
1

|𝛼|
∑𝑑(𝑥𝑘 , 𝑥𝑖)

𝑘∈𝛼𝑖∈𝛼

≤ 2OPT𝛼

 (3-3) 

其中最后一个不等号是由于引理 3-6。 

 
图3.3 关于𝐷, 𝑑𝑖和𝑒𝑖的定义 

对于(3-2)式中的第二项，我们将对固定的𝑘 ∈ 𝛼，将求和号里面的部分做出限

制。也就是说我们固定𝑙1(= 𝑥𝑘)，并用𝑑𝑗 = 𝑑(𝑙1, 𝑥𝑗)简化表达。如图 3.3，我们定

义𝐷 = 𝑑(𝑙1, 𝑓𝛽)为第一个设施𝑙1与最优设施𝑓𝛽的距离。此外，对于𝛽中的参与者𝑗，

我们还定义𝑒𝑗 = 𝑑(𝑓𝛽 , 𝑥𝑗)为参与者𝑗到𝛽中的最优设施的距离，并且为了简化表达，

定义𝑠𝑗 = 𝑑𝑗 − 𝑒𝑗。容易看出，OPT𝛽 = ∑ 𝑒𝑗𝑗∈𝛽 。 

注意到在我们的定义中，𝑠𝑗可能为负值。但是，我们一定有∑ 𝑠𝑗𝑗∈𝛽 ≥ 0，因为

若不然，𝑙1就是一个对于𝛽中的参与者来说，严格比𝑓𝛽更好的设施，与𝑓𝛽的最优性

矛盾。 

现在我们计算𝛽 中所有参与者的总成本： 

∑cost𝛽
𝑘,𝑖 ∙ 𝑃(𝑖|𝑘)

𝑖∈𝛽

=∑(∑min{𝑑𝑗 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)}

𝑗∈𝛽

)
𝑑𝑖

∑ 𝑑𝑗𝑗∈𝑁
𝑖∈𝛽

=∑
𝑒𝑖 + 𝑠𝑖

∑ 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑗∈𝑁
(∑min*𝑒𝑗 + 𝑠𝑗 , 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)+

𝑗∈𝛽

)

𝑖∈𝛽

 (3-4) 
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根据三角不等式，我们有𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) ≤ 𝑒𝑗 + 𝑒𝑖，继续上述计算： 

∑cost𝛽
𝑘,𝑖 ∙ 𝑃(𝑖|𝑘)

𝑖∈𝛽

≤∑
𝑒𝑖 + 𝑠𝑖

∑ 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑗∈𝑁
∑min*𝑒𝑗 + 𝑠𝑗 , 𝑒𝑗 + 𝑒𝑖+

𝑗∈𝛽𝑖∈𝛽

=∑
𝑒𝑖 + 𝑠𝑖

∑ 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑗∈𝑁
∑𝑒𝑗
𝑗∈𝛽𝑖∈𝛽

     +∑
𝑒𝑖

∑ 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑗∈𝑁
∑min*𝑠𝑗 , 𝑒𝑖+

𝑗∈𝛽𝑖∈𝛽

     +∑
𝑠𝑖

∑ 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑗∈𝑁
∑min*𝑠𝑗 , 𝑒𝑖+

𝑗∈𝛽𝑖∈𝛽

 (3-5) 

最后求和的三项中的第一项严格等于∑ 𝑒𝑗𝑗∈𝛽 = OPT𝛽。对于求和的第二项，我

们将min*𝑠𝑗 , 𝑒𝑖+缩放成𝑠𝑗，再由于∑ 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑗∈𝛽 ≥ ∑ 𝑠𝑗𝑗∈𝛽 ，第二项不超过∑ 𝑒𝑗𝑗∈𝛽 =

OPT𝛽。 

现在考察第三项，我们这一次将min*𝑠𝑗 , 𝑒𝑖+缩放成𝑒𝑗。根据三角不等式，我们

有𝑒𝑗 + 𝐷 ≥ 𝑑𝑗 ⇒ 𝑠𝑗 ≤ 𝐷，以及𝑑𝑗 + 𝑒𝑗 ≥ 𝐷。因此， 

∑
𝑠𝑖

∑ 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑗∈𝑁
∑min*𝑠𝑗 , 𝑒𝑖+

𝑗∈𝛽𝑖∈𝛽

≤∑
𝑠𝑖|𝛽|𝑒𝑖

∑ 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑗∈𝑁
𝑖∈𝛽

≤∑𝑒𝑖
|𝛽| ∙ 𝐷

∑ 𝑒𝑗 + 𝑠𝑗𝑗∈𝑁
𝑖∈𝛽

≤ 2OPT𝛽

 (3-6) 

这里最后一个不等式是由于（回忆∑ 𝑠𝑗𝑗∈𝛽 ≥ 0） 

∑2𝑒𝑗 + 2𝑠𝑗
𝑗∈𝛽

≥∑2𝑒𝑗 + 𝑠𝑗  

𝑗∈𝛽

=∑𝑑𝑗 + 𝑒𝑗
𝑗∈𝛽

≥ |𝛽| ∙ 𝐷 

最后，将三项合并在一起，可以得出 

∑cost𝛽
𝑘,𝑖 ∙ 𝑃(𝑖|𝑘)

𝑖∈𝛽

≤ 4OPT𝛽 
(3-7) 

将(3-3)和(3-7)带入(3-2)，我们得到𝔼,cost𝛽|𝐹𝛼- ≤ 2OPT𝛼 + 4OPT𝛽。∎ 

 

现在，我们已经准备好了证明这一节的主定理： 

定理 3-3 的证明：我们用以下的不等式链来分析 

𝔼,cost𝛼 + cost𝛽- ≤ max{𝔼,cost𝛼 + cost𝛽|𝐹𝛼-, 𝔼,cost𝛼 + cost𝛽|𝐹𝛽-}

= max{𝔼,cost𝛼|𝐹𝛼- + 𝔼,cost𝛽|𝐹𝛼-, 𝔼,cost𝛼|𝐹𝛽- + 𝔼,cost𝛽|𝐹𝛽-}

≤ max{2OPT𝛼 + 2OPT𝛼 + 4OPT𝛽, 2OPT𝛽 + 2OPT𝛽 + 4OPT𝛼 }

= 4OPT𝛼 + 4OPT𝛽 = 4OPT
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其中𝔼,cost𝛼|𝐹𝛽-和𝔼,cost𝛽|𝐹𝛽-的上界，是由于引理 3-6 和引理 3-7 的对称版本。∎ 

3.4.3  讨论 

通过仔细地分析可以知道，即便是在一维直线模型下，我们关于比例分配机

制的4的近似都是紧的。考虑位置配置𝒙 = (𝜖, 0,0, … ,0,1)，可以验证当𝜖 → 0并且

假设有足够多的参与者时，我们的比例分配机制的近似比也趋向4。 

我们还注意到，比例分配机制并不是组群可信的。是否能够在常数的近似比

下，找到一个组群可信的机制，是一个很有趣的未决问题。 

我们还研究了比例分配机制在三设施选址问题中的两个扩展。第一个扩展是

这样的：前两个设施与我们当前同样放置，对于第三个设施，也会随机选定在某

个参与者上报的位置上，但是选定的概率，与这个参与者到前两个设施距离的较

小值成正比。不幸的是，我们找到了一个并不显然的反例，证明了这个机制不是

可信的。①
 

另一种扩展是在一维直线上，三设施选址问题的可信机制。前两个设施分别

确定型地选择在最左和最右的两个上报的地址，而第三个设施，随机选取在某个

参与者上报的位置上，并且选定的概率，与这个参与者到前两个设施距离的较小

值成正比。这个机制可以保证线性的近似比。 

3.5  圆上的机制 

这一节中，我们考虑在圆上的度量空间(𝑆1, 𝑑)，这里𝑆1 ⊂ ℝ2是二维欧几里得

空间中的圆，并且对任意𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆1，𝑑(𝑥, 𝑦)定义为𝑥, 𝑦所张成的劣弧的长度。我们

总可以将问题归一化，假定𝑆1这个圆的周长为 1。注意，第 3.3 节得到的
𝑛−1

2
的下

界在这里依然适用，因为圆可以被在局部看成直线。现在我们将给出一个确定性

的组群可信机制，并证明它将保证𝑛 − 1倍的近似比。在渐进意义下，我们的结果

是紧的。 

                                                 
① 这个反例是这样的：在位置0处存在𝑛0个参与者，位置1处存在𝑛1个参与者，位置1 + 𝑥处存在𝑛2个

参与者，位置1 + 𝑥 + 𝑦处存在1个参与者。这里𝑛0足够大，保证了我们总可以假定第一个设施放

置在了 𝑙1 = 0处。在这个配置下，假定𝑦 = 100, 𝑥 = 105, 𝑛1 = 50, 𝑛2 = 4。经过仔细的验算可以得出，

在位置1处的参与者，可以谎报自己的位置到1 + 𝑥来获利。  
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图3.4 圆分配机制 

圆分配机制： 

给定位置配置𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)，第一个设施永远放置在𝑥1处。如图 3.4(a)，我们

用�̂�1表示𝑥1的对径点，并且由𝑥1和�̂�1圆被分成了两个半圆。我们称其中一个是左

半圆ℒ，另一个是右半圆ℛ①。设𝐴和𝐵分别表示位置在ℒ和ℛ上的那些参与者组成

的集合，并且假设所处位置为𝑥1以及�̂�1（如果有的话）的那些参与者，只出现在𝐴集

合内，因此𝐴 ∩ 𝐵 = ∅。定义𝑑𝐴 = max𝑖∈𝐴 𝑑(𝑥1, 𝑥𝑖)，以及𝑑𝐵 = max𝑖∈𝐵 𝑑(𝑥1, 𝑥𝑖)（如

果𝐵为空，定义𝑑𝐵 = 0）。我们按照如下策略分配第二个设施： 

 如果𝑑𝐴 < 𝑑𝐵，设施𝑙2选在右半圆ℛ上，且到𝑙1的距离为min*max*𝑑𝐵, 2𝑑𝐴+ , 1/

2+的点； 

 如果d𝐴 ≥ 𝑑𝐵，设施𝑙2选在左半圆ℒ上，且到𝑙1的距离为min*max*𝑑𝐴, 2𝑑𝐵+ , 1/

2+的点。 

 

                                                 
① 假定𝑥1, 𝑥1都同时既属于左半圆也属于右半圆。  
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在这个机制中，第一个设施总放置在第一个参与者上报的位置，是 dictatorship。

我们接下来将圆在�̂�1处剪断，变成一条直线，并且规定第一个参与者所汇报的位

置𝑥1为原点。这样一来，我们可以从直观上对圆分配机制理解得更清楚。 

变成直线后，最右端（或最左端）的参与者的坐标为𝑑𝐵（或−𝑑𝐴）。如果我们

最右端参与者到原点的距离，大于最左端参与者（𝑑𝐵 > 𝑑𝐴），我们就将第二个设

施放置在坐标为max*𝑑𝐵, 2𝑑𝐴+的位置；否则，我们将第二个设施放置在原点左端，

坐标为−max*𝑑𝐴, 2𝑑𝐵+处。可以验证，这样的在直线上的机制是组群可信的。 

但是，当我们从直线变回到圆的时候，坐标max*𝑑𝐵, 2𝑑𝐴+（或−max*𝑑𝐴, 2𝑑𝐵+）

有可能已经穿越了�̂�1，到达了左半圆（或右半圆），这将破坏可信性。因此，对于

圆问题，我们在�̂�1处放置一个终止符，使得如果第二个设施的坐标超过了1/2（类

似地，如果第二个设施坐标小于−1/2），那么我们就将其放置在恰好�̂�1处。 

在接下来的证明中，我们需要将这个直线的表示谨记在心。例如，我们将在

集合𝐴中离𝑙1最远的那个参与者称作“最左端参与者”；类似地将集合𝐵中离𝑙1最远

的那个“最右端参与者”。 

3.5.1  组群可信性 

定理 3-4：圆分配机制是组群可信的。 

证明：我们反设其不是组群可信的，也就是说，存在一个位置配置

𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)，一组参与者𝑆 ⊂ 𝑁，以及他们谎报的位置𝒙𝑆
′，使得对每个参与

者𝑖 ∈ 𝑆，都能严格获利 

cost(𝑓(𝒙𝑆
′ , 𝒙−𝑆), 𝑥𝑖) < cost(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖) 

不失一般性，我们假设对于给定的位置配置有𝑑𝐴 ≥ 𝑑𝐵，而另一种可能𝑑𝐴 < 𝑑𝐵的

证明是类似的。因此，对于𝑓(𝒙)，可知𝑙2 ∈ ℒ在左半圆中。 

对第一个参与者，她离𝑓(𝒙)的距离为0，因此无论如何她都不会参与谎报，即

1 ∉ 𝑆。由此我们可以知道，在𝑓(𝒙𝑆
′ , 𝒙−𝑆)中，第一个设施依然在𝑥1的位置。我们

设𝑓(𝒙𝑆
′ , 𝒙−𝑆) = *𝑙1, 𝑙2

′ +。用𝐶1表示从𝑙1到𝑙2逆时针方向的弧，𝐶2表示从𝑙1到𝑙2顺时针

方向的弧，这样一来，所有𝐴中的参与者都在𝐶1上，所有𝐵中的参与者都在𝐶2上。 

显然地，𝑙2
′不可能是𝑙1或者𝑙2，因为那样的话谎报就不能获利了。因此我们有

如下几种情形： 

情形 1：𝑙2
′ ∈ 𝐶1。先注意到𝐵中的参与者都不能通过谎报获利，因为对他们来说，

𝑙1或者𝑙2中的一个，一定比新的𝑙2
′要近，因此必有𝑆 ⊂ 𝐴以及𝑑𝐵

′ ≥ 𝑑𝐵。 

接下来，由于所有共谋的参与者都在𝐶1上，为了让他们获利，𝑙2
′必须在𝐶1上
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并且保证𝑑(𝑙1, 𝑙2
′ ) < 𝑑(𝑙1, 𝑙2)。这只会在𝑑𝐴

′ < 𝑑𝐴的时候发生，因为已经证明

了𝐵中的参与者不会谎报。为了达到这一点，𝐴中的最左端参与者必然在𝑆中，

也就是参与了谎报。设这个参与者为𝑥𝑝。注意到𝑙2 = 𝑥𝑝不可能发生，因为

否则𝑝已经获得了零成本，就没有理由谎报了。因而𝑙2 ≠ 𝑥𝑝，此时我们有 

𝑑(𝑙1, 𝑙2
′ ) ≥ min*2𝑑𝐵

′ , 1/2+ ≥ min*2𝑑𝐵, 1/2+ = 𝑑(𝑙1, 𝑙2) 

与我们关于𝑑(𝑙1, 𝑙2
′ ) < 𝑑(𝑙1, 𝑙2)的结论矛盾。 

情形 2：𝑙2
′ ∈ 𝐶2。由于和情形 1 类似的原因，𝐴中不可能有人参与谎报，也就是说

𝑆 ⊂ 𝐵。因而，𝑑𝐴
′ ≥ 𝑑𝐴。我们进一步根据𝑙2和𝑙2

′的位置分三种子情况。 

情形 2.1：𝑙2 = �̂�1。为了得到𝑙2 = �̂�1，要么𝑑𝐴 =
1

2
，要么𝑑𝐵 >

1

4
。 

如果𝑑𝐴 =
1

2
，我们必然有𝑙2 = 𝑙2

′因为𝐴中的参与者不谎报，此时没有

任何人可以获利。如果𝑑𝐵 >
1

4
，我们有𝑑𝐴

′ ≥ 𝑑𝐴 ≥ 𝑑𝐵 ≥
1

4
。为了获利，

𝑙2
′必须在右半圆ℛ上，因为所有谎报的人都在𝐵中。但是这也不能发

生，因为： 

min*max*𝑑𝐵
′ , 2𝑑𝐴

′ + , 1/2+ ≥ min*2𝑑𝐴
′ , 1/2+ =

1

2
 

情形 2.2：𝑙2 ≠ �̂�1，并且𝑙2
′在ℒ上（包括�̂�1） 

由于𝑙2 ≠ �̂�1，我们知道𝑑𝐵 <
1

4
。因而所有参与者𝑗 ∈ 𝐵到𝑙2

′的距离至少

是𝑑(𝑥𝑗 , 𝑙1)，因为𝑙2
′ ∈ ℒ。显然地，在这种情况下任何𝐵中的参与者都

不能获利，因为他们最近的设施仍然是𝑙1。 

情形 2.3：𝑙2 ≠ �̂�1，并且𝑙2
′在ℛ上（不包括�̂�1） 

此时我们有𝑑𝐵 <
1

4
，以及𝑑𝐴 ≤ 𝑑𝐴

′ <
1

4
。对于任何参与者𝑘 ∈ 𝐵，𝑑(𝑥𝑘 , 𝑙2

′ )

都必将至少是2𝑑𝐴
′ − 𝑑𝐵，而后者至少是𝑑𝐵因为我们有𝑑𝐵 ≤ 𝑑𝐴 ≤ 𝑑𝐴

′。

这已经大于等于她到第一个设施的距离𝑑𝐵了，也导致了矛盾。 

至此定理证明完结。     ∎ 

3.5.2  对社会成本的近似比 

定理 3-5：圆分配机制的近似比不超过𝑛 − 1。 

证明：对一个任给的配置𝒙，考察最优解并使用与第 3.4.2 节中类似的𝛼和𝛽集

合的定义。我们用𝐼𝛼表示最小的可以将所有在𝛼中的参与者覆盖住的弧，𝐼𝛽表示最

小的可以将所有在𝛽中的参与者覆盖住的弧。显而易见地，𝐼𝛼 ∩ 𝐼𝛽 = ∅。我们用|𝐼𝛼|

表示𝐼𝛼的长度，|𝐼𝛽|表示𝐼𝛽的长度。易知，OPT ≥ |𝐼𝛼| + |𝐼𝛽|。 

不失一般性，我们假定𝑙1 = 𝑥1 ∈ 𝐼𝛼，并且𝑑𝐴 ≥ 𝑑𝐵，此时根据我们的机制，第

二个𝑙2 ∈ ℒ。 
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类似于第 3.4.2 节，我们定义cost𝛼 = ∑ cost(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)𝑖∈𝛼 为𝛼中的所有参与者

的成本之和，cost𝛽 = ∑ cost(𝑓(𝒙), 𝑥𝑖)𝑖∈𝛽 为𝛽中的所有参与者的成本之和。可以看

到，cost𝛼 ≤ (|𝛼| − 1)OPT，因为𝑙1 ∈ 𝐼𝛼，并且𝛼中的任何参与者与𝑙1的距离都不超

过|𝐼𝛼| ≤ OPT，除了𝑥1 = 𝑙1她自身成本为 0。接下来我们将证明cost𝛽 ≤ |𝛽|OPT，

这将足以证明我们的𝑛 − 1上界，因为cost = cost𝛼 + cost𝛽 ≤ (𝑛 − 1)OPT。 

如果𝑙2 ∈ 𝐼𝛽，𝛽中的每个参与者，到最近的设施的距离都不超过|𝐼𝛽|，必然有

cost𝛽 ≤ |𝛽||𝐼𝛽| ≤ |𝛽|OPT。 

如果𝑙2 ∉ 𝐼𝛽，我们取𝑝为左半圆ℒ上的最左端参与者，𝑞为ℛ上的最右端参与者。

我们有𝑑(𝑙1, 𝑥𝑝) = 𝑑𝐴, 𝑑(𝑙1, 𝑥𝑞) = 𝑑𝐵。如果𝑥𝑝, 𝑥𝑞同时在𝐼𝛽中（图 3.4(b)），我们将

遇到矛盾：根据我们的机制，𝑙1, 𝑙2必然在𝑥𝑝, 𝑥𝑞为端点的两个不同的弧上，也就是

说，同时包含𝑥𝑝, 𝑥𝑞的𝐼𝛽，至少会包含𝑙1, 𝑙2中的一者。而无论是𝑙1 ∈ 𝐼𝛼或者𝑙2 ∉ 𝐼𝛽都

与我们的假设矛盾，因此𝑥𝑝 ∈ 𝐼𝛼以及𝑥𝑞 ∈ 𝐼𝛼中至少有一个成立。 

 如果𝑥𝑝 ∈ 𝐼𝛼（图 3.4(c)），|𝐼𝛼| ≥ 𝑑𝐴因为𝑥1和𝑥𝑝同时都在这段弧上。但是𝛽中

的每个参与者，距离𝑙1至多𝑑𝐵 ≤ 𝑑𝐴，这意味着 

cost𝛽 ≤ |𝛽|𝑑𝐴 ≤ |𝛽||𝐼𝛼| ≤ |𝛽|OPT 

 如果𝑥𝑝 ∉ 𝐼𝛼，我们必须有𝑥𝑞 ∈ 𝐼𝛼（图 3.4(d)）。我们此时知道|𝐼𝛼| ≥ 𝑑𝐵，因为

𝑥1和𝑥𝑞同时在这段弧上。此时，𝛽中的所有参与者都在左半圆ℒ中，我们也

知道𝛽中的每个参与者，到达𝑙1, 𝑙2其中一者的距离不会超过𝑑(𝑙1, 𝑙2)/2。基于

𝑙2 ∉ 𝐼𝛽以及𝑥𝑝 ∈ 𝐼𝛽的事实，我们推导出𝑙2 ≠ 𝑥𝑝。在这种情形下，根据我们圆

机制的定义，𝑑(𝑙1, 𝑙2) ≤ 2𝑑𝐵。综上，我们依然有 

cost𝛽 ≤ |𝛽|
𝑑(𝑙1, 𝑙2)

2
≤ |𝛽|𝑑𝐵 ≤ |𝛽||𝐼𝛼| ≤ |𝛽|OPT 

证毕。    ∎ 

3.5.3  讨论 

我们在这里补充一点，就是上述关于圆分配机制的近似比的证明已经达到了

最优。考虑配置𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)，其中𝑑(𝑥1, 𝑑2) = 𝑑(𝑥1, 𝑥3) = 0.1，并且

𝑥3 = 𝑥4 = ⋯ = 𝑥𝑛，但是𝑥2和𝑥3在𝑥1的不同侧。在这一情形下，OPT = 0.1，但是

我们的机制将给出cost = 0.1(𝑛 − 1)。 

如上文所述，我们的机制是受到直线上的确定性机制的启发。我们现在仍然

不知道对于稍微复杂一些的度量空间，是否存在着近似比有界的确定性机制。例

如，对于一个三分叉的星形图，我们不知道是否可能将我们的圆机制扩展到这一
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空间。我们仅仅知道这样一个事实，如果第一个设施固定在其中一个参与者上报

的地址上（dictatorship），那么没有确定性机制能够得到有界的近似比。 

3.6  未决问题及讨论 

在这一节中，我们总结出与我们工作相关的未决问题： 

1. 第一个遗留下来的问题是，如何将我们得到的上下界进一步优化。对于确

定性问题，上下界分别为𝑛 − 2和
𝑛−1

2
；对于随机性问题，上下界分别为4和

1.045。即便是在一维直线下如果能够继续缩小上下界的差距，都是有意

义的。 

2. 是否能够设计出对于较为一般的度量空间，确定性的可信机制，并且保证

有限的近似比？设计出任何有界的近似比的机制都将会是一个重大突破，

当然，也很有可能可以证明，任何可信机制的近似比都是无界的。 

3. 如我们这一章所述，我们的比例分配机制并不是组群可信的。那么是否能

够设计出一个组群可信的，并且保证常数近似比的机制呢？ 

4. 一个很自然的，并且是极为重要的问题是，考虑三个或三个以上的设施的

放置问题，我们的线性下界是可以推广到这一新问题的。但是，即便是对

一维直线问题，我们迄今也不知道任何确定性的有界可信机制。如果能够

获得任何一个这样的机制，或者证明不存在性，都将会是重要的工作。对

于随机的情形，如果规定问题在一维直线上，并且只有三个设施，我们给

出了保证线性近似比的可信机制。那么是否可以对设施数量更多的情形给

出可信机制呢？这也是一个很有趣的课题。 
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第4章 总结 

在本文中，我们从两个不同的角度，研究了博弈论中的均衡。第一个角度是

如何在多项式时间内计算均衡，第二个角度是如何设计可信机制，保证均衡有合

适的近似比。注意到，可计算性以及可近似性，是算法博弈论中的两个重要方向。

本文从两个不同的问题着手，分别对这两个方向进行初探，得到了全新和深刻的

结果。 

博弈论是一个博大的领域，我们第 2 章设计了定价的策略，第 3 章却又考虑

没有价格参与的机制，这从表面上看是矛盾的。但是，生活中也的确存在这样的

场合，它允许货币的流通，但又不能处处允许货币的流通，譬如受到了空间或者

交易的限制。也就是说，存在将两者统一在一起的个别问题。 

从更高层面上考虑，第 2 章中所研究的贝叶斯纳什均衡，考虑了不完全信息

的博弈。根据定义，这类博弈并没有要求金钱的参与，也就是可以用于第 3 章的

选址问题：如果每个参与者都拥有一个区间，自己真实的地址满足其中的均匀分

布，那么这个扩展问题或许将融汇两章的精华。 

综上，如何将更多的算法和数学知识，融入经济学，去设计合理的均衡，求

解合理的均衡，是一个非常开放且长久的问题。 
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附录 A 外文资料的调研阅读报告 

Robust Mechanism Design 

Introduction 

Combinatorial Auction is a kind of auction in which bidders are allowed to bid 

for a union of goods, instead of only bidding for single good in traditional auction. 

Maximizing revenue or/and social welfare is one of the goals in designing auction 

mechanisms. Traditionally based on equilibria, mechanisms are found to be 

vulnerable to: 

 Collusion. VCG is vulnerable when 2 players collude. 

 Complexity. Some mechanisms require exponential number of rounds or 

communications. 

 Privacy. Players publicly report their own utility functions 

 Equilibrium Selection. There may be several Nash equilibria, while the 

property holds for just some of them. 

In an unpublished manuscript of Micali and Valiant 
[1]

, they advocate 

overcoming the above weakness by designing mechanisms in a resilient way. This 

idea has then been formalized and well-discussed in a paper 
[2]

 submitted to 

STOC’10. Notice that several attempts have been made upon this new definition and 

they succeeded in designing a few mechanisms robust against collusion, complexity, 

privacy and equilibrium selection 
[3][4][5]

. 

This new solution concept is not equilibrium-based. Only occasionally, the new 

concept coincides with traditional ones: 

 Strictly dominated strategy. A special case when only a single strategy 

survives after the elimination. 

 The unique subgame-perfect equilibrium. Another special case in games 

of extensive form. 

REMARK 1: 

 Games of normal form:players act simultaneously and the mechanism 

decides the outcome. 

 Games of extensive form: a tree-structured mechanism and the player chooses 

among possible moves at each node. 
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Technically, the new concept is based on an elementary notion, iterative 

elimination of distinguishably dominated strategies. This new notion bridges a 

currently vast chasm: that between elimination of strictly dominated strategies and 

the elimination of weakly dominated strategies. 

REMARK 2: 

 B strictly dominates A: choosing B always gives a better outcome than 

choosing A, no matter what the other player(s) do. 

 B weakly dominates A: There is at least one set of opponents' action for 

which B is superior, and all other sets of opponents' actions give B at least the 

same payoff as A. 

Equilibrium Selection 

As noticed in [2], elimination of weakly dominated strategies is unlike to be 

sufficiently meaningful. Therefore, the problem of equilibrium selection vanishes 

when the mechanism yields a (single) equilibrium: 

 With strictly dominant-strategy. Such mechanism is rare and proved to be 

unable to guarantee even constant fraction of the property. 
[4][6]

 

 With survived strategy through iterated elimination of strictly dominated 

strategies. Shown by Abreu and Matsushima
 [7]

, and further extended by 

Glazer and Perry 
[8]

, mechanisms of this kind are capable of achieving all 

desired properties, but under strong assumptions: each player perfectly knows 

the utility functions of all players. 

Notice that in the second kind mentioned above, the strictly dominated strategy 

is not yet defined when players do not have the perfect knowledge of other players’ 

utilities. To overcome such obstacle, they consider the iterated elimination of 

distinguishably dominated strategies. 

Preliminaries 

Combinatorial Auctions. In a combinatorial auction with n players and 

multiple goods for sale, 

 The true valuation of a player i for a subset S of goods: 𝑇𝑉𝑖(𝑆). 

 An allocationA consists of a partition of goods 𝐴 = 𝐴0, 𝐴1, … 𝐴𝑛, where 𝐴0 

represents the unallocated goods 

 An outcomeΩ consists of an allocation𝐴 and a price profile 𝑃, where 𝑃𝑖 is 

the payment by 𝑖. 
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 We consider unrestricted auction: 𝑇𝑉𝑖(𝑆) is independent of 𝑇𝑉𝑗(𝑆
′) for any 

(𝑖, 𝑆) ≠ (𝑗, 𝑆′). 

 The utility of a player 𝑖: 𝑢𝑖(𝐴, 𝑃) = 𝑇𝑉𝑖(𝐴𝑖) − 𝑃𝑖. 

Extensive-Form Public-Action Mechanisms. They mechanism must specify 

the decision nodes, the players’ acting at each node, the set of actions available to 

each player at each node, and the auction outcome associated to each terminal node 

– leaf of the game tree. The mechanism is of public action. 

A player 𝑖’s strategy specifies 𝑖’s action at each decision node, and let 𝜎 be a 

play consists of a profile of strategies. 𝐻(𝜎)denotes the history of  the play, and 

𝑀(𝜎) denotes the auction outcome (𝐴, 𝑃) associated to 𝐻(𝜎). Besides, a 

mechanism must provide an opt-out strategy OUT𝑖 satisfying: 𝑢𝑖(𝑀(OUTi ⊔ σ−i)), 

for each strategy subprofile 𝜎−𝑖. All definitions above may be probabilistic. 

Generalized Contexts and Auctions. A game 𝐺 = (𝒞,𝑀) has two 

components: a context C and a mechanismM. The context describes the players, 

possible outcomes, players’ utilities for each outcome, and the players’ knowledge. 

The mechanism describes which strategies are available to the players and how each 

profile yields an outcome. 

DEFINITION 4: A (generalized) (auction) context𝒞 = (𝑇𝑉, (ℂ, 𝐼), 𝐸𝐾) consists of 

three components: 

 The true-valuation profile𝑇𝑉. 

 The collusion structure(ℂ, 𝐼), where ℂ is a partition of (collusive) players, 

and 𝐼 is the set of players 𝑖 s.t. *𝑖+ ∈ ℂ. We use agent to denote either an 

independent player or a collusive set and call a player in 𝐼as independent. 

 In contrast to the internal knowledge of 𝐴 which is 𝑇𝑉𝐴, we define the 

external-knowledge vector 𝐸𝐾: for each agent 𝐴 ∈ 𝐶 , 𝐸𝐾𝐴  is a set of 

valuation subprofiles for the players outside 𝐴, satisfying 𝑇𝑉−𝐴 ∈ 𝐸𝐾𝐴. 

Now we define the relevant knowledge of an agent. Essentially this is the 

outcome with maximum welfare known to its members. 

DEFINITION 5 (𝕄𝕂𝕎 Benchmark): Given a context 𝒞 and an agent𝒜, we define 

𝑅𝐾𝒜 the (total) relevant knowledge of 𝒜, to be the outcome with maximum revene 

among all outcomes (𝐴, 𝑃) such that, for all player 𝑗: 

 If 𝑗 ∈ 𝒜, then 𝑃𝑗 = 𝑇𝑉𝑗(𝐴𝑗)  

 If 𝑗 ∉ 𝒜, then 𝑉𝑗(𝐴𝑗) ≥ 𝑃𝑗  for all 𝑉 ∈ 𝐸𝐾𝒜 
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The maximum known welfare of 𝒜, 𝕄𝕂𝕎𝒜, is the revenue of 𝑅𝐾𝒜. The 

maximum known welfare of 𝒞 is denoted by 𝕄𝕂𝕎 = max𝒜∈ℂ𝕄𝕂𝕎𝒜. 

The above two definitions come from [5]. There are actually two more types of 

benchmarks other than 𝕄𝕂𝕎  defined in [5] and[3]. To avoid the ambiguity, here I 

define them in slightly different ways. For comes the 𝕄𝕂𝕎𝐼, which denotes the 

maximal known welfare upon independent players.  

DEFINITION 6 (𝕄𝕂𝕎𝑰 Benchmark): Given a context 𝒞 and the independent 

player set 𝐼: 

𝕄𝕂𝕎𝐼 = max
𝑖∈𝐼
𝕄𝕂𝕎*𝑖+ 

Next comes the 𝕄𝔼𝕎, which is defined over the external knowledge of 

independent players, and thus more restricted than 𝕄𝕂𝕎𝐼. 

DEFINITION 7 (𝕄𝔼𝕎 Benchmark): Given a context 𝒞 and an independent player 

𝑖, we define 𝑅𝐾𝑖
′ the (external) relevant knowledge of 𝑖, to be the outcome with 

maximum revenue among all outcomes (𝐴, 𝑃) such that, for all player j: 

 If 𝑗 = 𝑖, then 𝑃𝑗 = 0, 𝐴𝑗 = ∅. (External Sale Only) 

 If 𝑗 ≠ 𝑖, then 𝑉𝑗(𝐴𝑗) ≥ 𝑃𝑗  for all 𝑉 ∈ 𝐸𝐾*𝑖+.
①
 

The maximum external welfare of 𝑖, 𝕄𝔼𝕎𝑖, is the revenue of 𝑅𝐾𝑖
′. The 

maximum external welfare of 𝒞 is denoted by 𝕄𝔼𝕎 = max𝑖∈𝐼𝕄𝔼𝕎𝑖. 

The Results 

The Relationship Between Three Benchmarks. Notice that 𝕄𝕂𝕎𝐼is a 

benchmark more demanding than 𝕄𝔼𝕎. Indeed, 𝕄𝔼𝕎 is only defined over the 

external knowledge of independent players. By contrast, 𝕄𝕂𝕎𝐼  allows any player 

𝑖 to assign goods to any player, including herself. Thus, 𝕄𝕂𝕎𝐼 captures the total 

(i.e., both internal and external) relevant knowledge of all players, in a 

collusion-resilient way. We go one step forward. To leverage the total knowledge of 

not only just the independent players, but also the colluded players, is more 

demanding. This is the so-called collusion-leveraging. The above definition of 

𝕄𝕂𝕎 is coincident with such idea. 

Informal Statement of the Results. If we define the total performance to be 

the summation of revenue and social welfare: 

1. There exists a mechanism guaranteeing a revenue of 𝕄𝔼𝕎/2.[3] 

2. There exists a mechanism guaranteeing a total performance of 𝕄𝕂𝕎𝐼/3. 

                                                 
① There are actually more subtle requirements like 𝑃𝑗 = 0 if 𝐴𝑗 = ∅ in [3]. It is unknown at this 

moment that whether these requirements can be removed in their proofs.  
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3. There exists a mechanism guaranteeing a total performance 𝕄𝕂𝕎/6.
①
[5] 

4. There exists a mechanism guaranteeing perfect revenue when players have 

perfect knowledge.[4] 

Notice that result 2 is a direct corollary of result 1. For any 𝑐 between 0 and 1, 

one can transform a collusion-resilient mechanism 𝑀 guaranteeing revenue 

≥ 𝑐𝕄𝔼𝕎 into a (collusion-resilient) mechanism with: 1) a total performance 

≥
𝑐

𝑐+1
𝕄𝕂𝕎𝐼; 2) a revenue no less than 

𝑐

𝑐+1
 times the total relevant knowledge of 

the “second-best-informed independent player”. Essentially the new mechanism 𝑀′ 

runs 𝑀 with probability 
1

𝑐+1
 and the “second-price” auction

②
 with probability 

𝑐

𝑐+1
. 

Distinguishable Dominance and Rationally Robust Implementation 

We first come to the concept of distinguishable dominance in replace of the old 

strictly/weakly dominance. Whenever we say 𝑆 is a vector of strategy sets in 

auction (𝒞,𝑀), we assume that each 𝑆𝐴 is a set of strategies for agent 𝐴 ∈ ℂ. We 

also define the Cartesian closure of 𝑆as 𝑆̅ = ∏ 𝑆𝐴𝐴∈ℂ , and define 

𝑆−𝐴̅̅ ̅̅ ̅ = ∏ 𝑆𝐵𝐵∈ℂ,𝐵≠𝐴 .  

DEFINITION 8 (Distinguishable Strategies): In auction 𝐺 = (𝒞,𝑀), let 𝑆 be a 

vector of strategy sets, and let 𝜎𝐴 and 𝜎𝐴
′  be two different strategies for some agent 

𝐴. Then, we say that 𝜎𝐴 and 𝜎𝐴
′  are distinguishable over 𝑆 if ∃𝜏−𝐴 ∈ 𝑆−𝐴̅̅ ̅̅ ̅ such 

that 𝐻(𝜎𝐴 ⊔ 𝜏−𝐴) ≠ 𝐻(𝜎𝐴
′ ⊔ 𝜏−𝐴). In this case, we say that 𝜏−𝐴distinguishes𝜎𝐴 and 

𝜎𝐴
′over 𝑆; else, 𝜎𝐴 and 𝜎𝐴

′  are equivalent over 𝑆. 

DEFINITION 9 (Distinguishably Dominated Strategies): In auction 𝐺 = (𝒞,𝑀), let 

𝑆 be a vector of strategy sets, and let 𝜎𝐴 and 𝜎𝐴
′  be two different strategies for 

some agent 𝐴. Then, we say that 𝜎𝐴 is distinguishably dominated by 𝜎𝐴
′  over 𝑆 

(i.e.𝜎𝐴
′distinguishably dominates𝜎𝐴over 𝑆), if: 

 𝜎𝐴 and 𝜎𝐴
′  are distinguishable over 𝑆; 

 𝔼,𝑢𝐴(𝑀(𝜎𝐴 ⊔ 𝜏−𝐴))- < 𝐸,𝑢𝐴(𝑀(𝜎𝐴
′ ⊔ 𝜏−𝐴))- for all strategy sub-vectors 

𝜏−𝐴 distinguishing 𝜎𝐴 and 𝜎𝐴
′  over 𝑆. 

DEFINITION 10 (Compatible Contexts): In auction 𝐺 = (𝒞,𝑀), we say that context 

𝒞′ is compatible with agent 𝐴 ∈ ℂ if: 

 𝒞′ and 𝒞 have the same set of players and the same set of goods; 

 𝑇𝑉𝐴
𝒞 = 𝑇𝑉𝐴

𝒞′;  

                                                 
① This bound is said to be able to be improved to 1/(2 + 2√2) in the footnote of [5]. 
② In this auction each player bids a value together with a subset of goods. The player with the 

highest bid wins but pays the second highest value. All other goods remain unallocated and other 

players pay nothing. 
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 𝐸𝐾𝐴
𝒞 = 𝐸𝐾𝐴

𝒞′ 

Notice that it can be implied that RKA
𝒞 = RKA

𝒞′. In the following, the rationally 

robust play is defined in the way that distinguishably dominated strategies are 

eliminated through a two iterations, assuming the possible occurrence of any 

compatible contexts. In a high level, an agent chooses to give up some strategy if for 

all compatible contexts, this strategy is distinguishably dominated. 

DEFINITION 11 (𝐋𝟏-Rationally Robust Plays): In auction 𝐺 = (𝒞,𝑀), given agent 

𝐴. 

1. Let Σ0 = ∏Σ𝑖
0 be a profile of strategy sets, such that Σ𝑖

0 is the set of all 

possible strategies of 𝑖 according to 𝑀. 

2. Define Σ𝒞,𝐴
1  to be the set of strategies in Σ𝐴

0 that are not distinguishably 

dominated over Σ0 in 𝐺, and Σ𝒞
1 to be ∏ Σ𝒞,𝐴

1
𝐴∈ℂ . 

3. We say that a strategy 𝜎𝐴 ∈ Σ𝒞,𝐴
1  is globally distinguishably dominated if 

there exists a strategy 𝜎𝐴
′ ∈ Σ𝒞,𝐴

1 , such that for all contexts 𝒞′ compatible 

with 𝐴, 𝜎𝐴
′  distinguishably dominates 𝜎𝐴 over Σ𝒞′

1 , where 𝛴𝒞′
1  is defined 

as 𝛴𝒞
1 but for auction (𝒞′, 𝑀). 

4. We denote by Σ𝒞,𝐴
2  the set of all strategies in Σ𝒞,𝐴

1  that are not globally 

distinguishably dominated. 

5. We say that a strategy vector 𝜎 is an 𝐿1-rationally robust play of auction 𝐺 

if 𝜎𝐴 ∈ Σ𝒞,𝐴
2  for all agent 𝐴. 

REMARK 3: fixing the mechanism 𝑀, we have: 

1. Σ𝒞,𝐴
1 is the same for any 𝒞  compatable with 𝐴 . If fact, the set Σ0  is 

independent of𝒞, and the strategies of 𝐴 that are undominated over Σ0 

solely depends on 𝐴’s own 𝑇𝑉𝐴,𝐸𝐾𝐴. This makes the third item in Definition 

11 well defined, i.e. 𝜎𝐴
′ ∈ Σ𝒞,𝐴

1 = Σ𝒞′,𝐴
1 . 

2. Σ𝒞
1 is dependent on 𝒞 . For example, given two contexts 𝒞  and 𝒞′ 

compatible with some agent 𝐴 . Although we have that Σ𝒞,𝐴
1 = Σ𝒞′,𝐴

1 , 

however, for some other agent 𝐵 ≠ 𝐴, it is very likely to have Σ𝒞,𝐵
1 ≠ Σ𝒞′,𝐵

1 , 

because even agent 𝐵’s own true value 𝑇𝑉𝐵 differs in these two cases. 

The 1/6 Mechanism on the Total Performance 

In the description of the mechanism 

 *1, … , 𝑛+ is assumed to be the set of players; 

 𝜖, 𝜖1and𝜖2 are three arbitrarily small constants in (0,1) s.t. 2𝑛𝜖2 < 𝜖1. 

 An outcome (𝐴, 𝑃) is called reasonable if each 𝑃𝑗 is non-negative; 



 

 57 

 An allocation 𝐴 is said to be for a set 𝐶 of players if 𝐴𝑗 = ∅ whenever 

𝑗 ∉ 𝐶; 

 Numbered steps refer to steps taken by players, bulleted ones to steps taken 

by the mechanism. 

Mechanism 𝑴 

 Set 𝐴𝑖 = ∅ and 𝑃𝑖 = 0 for each player 𝑖. 

(Outcome (𝐴, 𝑃) will be the final outcome when exited) 

1. Each player 𝑖, simultaneously with the others, publicly announces three 

things: 

a. a subset of players including 𝑖, 𝐶𝑖 (allegedly the collusive set to 

which 𝑖 belongs); 

b. an allocation for 𝐶𝑖, 𝑆
𝑖 (allegedly the allocation desired by 𝐶𝑖); 

c. a reasonable outcome, Ω𝑖 = (𝛼𝑖 , 𝜋𝑖)  (allegedly the relevant 

knowledge of 𝐶𝑖). 

 Set: 𝑅𝑖 = 𝑅𝐸𝑉(Ω
𝑖) , ⋆= argmaxi 𝑅𝑖  (ties broken lexicographically), and 

𝑅′ = max𝑖∉𝐶⋆ 𝑅𝑖. 

(We shall refer to player ⋆ the star player, and to 𝑅′ as the “second highest 

announced revenue”) 

 For each player 𝑖 for which 𝐶𝑖 includes a player 𝑗 such that 𝑖 ∉ 𝐶𝑗, do: 

o reset 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝑅⋆ + 𝜖1 (i.e. punish 𝑖 with a fine of 𝑅⋆ + 𝜖1) 

o for each 𝑗 ∈ 𝐶𝑖  s.t. 𝑖 ∉ 𝐶𝑗 , reset 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝑅⋆ + 𝜖1  and 𝑃𝑗 = 𝑃𝑗 −

𝑅⋆ − 𝜖1. 

(i.e. let 𝑖 pay j the amount of 𝑅⋆ + 𝜖1) 

 If there is a punishment in the above step, HALT. (no good allocation) 

 Publicly flip a biased coin 𝑐1  with probability 𝜖  in Heads. If Heads, 

uniformly and randomly choose a player 𝑖, reset ⋆= 𝑖 and 𝑅′ = 0. (This 

reset happens rarely) 

 Publicly flip a fair coin 𝑐2. If Heads, set 𝐴 = 𝑆⋆ and HALT. 

 

2. (If Tails) Each player 𝑖  such that 𝑖 ∉ 𝐶⋆  and 𝜋𝑖
⋆ ≥ 1  publicly, and 

simultaneously with others, announce YES or NO. (i.e. declares whether he 

wants to receive 𝛼𝑖
⋆ with price 𝜋𝑖

⋆ − 𝜖2) 

 Reset allocation and prices as follows: 

o 𝑃⋆ = 𝑅
′ − 𝑛𝜖2; 
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o for each player 𝑖 such that either 𝑖 ∈ 𝐶⋆ or 𝜋𝑖
⋆ = 0, reset 𝐴𝑖 = 𝛼𝑖

⋆; 

o for each player 𝑖 such that 𝑖 ∉ 𝐶⋆ and 𝜋𝑖
⋆ ≥ 1: if 𝑖 announced NO, 

then 𝑃⋆ = 𝑃⋆ + 𝜋𝑖
⋆ (i.e., ⋆ is punished due to 𝑖 announcing NO); 

else, 𝐴𝑖 = 𝛼𝑖
⋆ , 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜋𝑖

∗ − 𝜖2 , and 𝑃⋆ = 𝑃⋆ − (𝜋𝑖
⋆ − 𝜖2) (i.e., ⋆ 

is rewarded due to 𝑖 announcing YES). 

 Finally, reset 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖 − 𝜖2(1 −
1

1+𝑅𝑖
)  for each player 𝑖  (i.e., to break 

“utility ties”, a small reward is added to each player)  

LEMMA 8. For all agents 𝐶 and all 𝜎𝐶 ∈ Σ𝐶
1 , the following two properties hold in 

Step 1: 

 for all 𝑖 ∈ 𝐶, 𝐶𝑖 ⊂ 𝐶 

 for any two different 𝑖1, 𝑖2 ∈ 𝐶, 𝑖2 ∈ 𝐶𝑖1 iff 𝑖1 ∈ 𝐶𝑖2. 

LEMMA 9. For all agents 𝐶 and all 𝜎𝐶 ∈ Σ𝐶
1 , if ⋆ ∉ 𝐶, then in Step 2, for all 

players 𝑖 in 𝐶\𝐶⋆ s.t. 𝜋𝑖
⋆ ≥ 1: 

 𝑖 announces YES whenever 𝑇𝑉𝑖(𝛼𝑖
⋆) ≥ 𝜋𝑖

⋆; 

 𝑖 announces NO whenever 𝑇𝑉𝑖(𝛼𝑖
⋆) < 𝜋𝑖

⋆ 

LEMMA 10. For all agents 𝐶 and all 𝜎𝐶 ∈ Σ𝐶
1 , if ⋆ ∈ 𝐶, then in Step 2, for all 

players 𝑖 in 𝐶\𝐶⋆ s.t. 𝜋𝑖
⋆ ≥ 1, 𝑖 always announces YES. 

LEMMA 11. For all agents 𝐶 and all 𝜎𝐶 ∈ Σ𝐶
2, and player 𝑗 ∈ 𝐶 such that 𝑗 is the 

lexicographical first player among all with 𝑅𝐸𝑉(Ω𝑖) = max𝑘∈𝐶 𝑅𝐸𝑉(Ω
𝑘), we have 

that 𝐻𝑖𝑑𝑑𝑒𝑛𝑉𝐶(Ω𝑗) ≥ 𝑅𝐸𝑉(𝑅𝐾𝐶). Where: 

𝐻𝑖𝑑𝑑𝑒𝑛𝑉𝐶(Ω) =∑𝑇𝑉𝑘(𝐴𝑘)

𝑘∈𝐶

+∑𝑃𝑘
𝑘∉𝐶

, 𝑠. 𝑡. Ω = (𝐴, 𝑃) 

LEMMA 12. For all agents 𝐶 and all 𝜎𝐶 ∈ Σ𝐶
2, we have that 

max𝑘∈𝐶 𝑅𝐸𝑉(Ω
𝑘) ≥𝑅𝐸𝑉(𝑅𝐾𝐶)/3. 

THEOREM 6. For all contexts 𝒞 and all 𝐿1-rationally robust plays 𝜎of (𝒞,𝑀), we 

have that 

𝔼[𝑅𝐸𝑉(𝑀(𝜎))] + 𝔼[𝑆𝑊(𝑀(𝜎))] ≥
(1 − 𝜖)𝕄𝕂𝕎

6
− 𝜖1 

Open Questions 

 Consider the benchmark of 𝑎 ∙ 𝑆𝑊 + 𝑏 ∙ 𝑅𝐸𝑉?  

 To improve the proof of LEMMA 12? Very likely. 

 Impossibility result? An revenue upper bound of ½ by Guang Yang, under 

the strong assumption that:1) the final outcome is chosen using a single 

player’s 𝐸𝐾; 2) there exists some general knowledge – belief about other 

player’s external knowledge. 
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在学期间参加课题的研究成果 

本论文第 2 章为我待投科研论文的一部分： 

 "Pricing in Social Networks: Equilibrium and Optimal Strategies" 

To be submitted to ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA 2011). 

第 3章内容已经发表在 ACM-EC 2010会议记录中。下表为在学期间我的所

有已发表论文： 

 "Asymptotically Optimal Strategy-Proof Mechanisms for Two-Facility Games" 

(姓氏拼音顺序) Pinyan Lu, Xiaorui Sun, Yajun Wang and Zeyuan A. Zhu. 

In Proceedings of the 11th ACM Conference on Electronic Commerce (EC 2010). 

 "Inverse Time Dependency in Convex Regularized Learning" 

Zeyuan A. Zhu, Weizhu Chen, Chenguang Zhu, Gang Wang, Haixun Wang, Zheng Chen. 

In Proceedings of the 2009 edition of the IEEE International Conference on Data Mining 

(ICDM 2009). 

Best Student Paper Award Runner-Up 

 "P-packSVM: Parallel Primal grAdient desCent Kernel SVM" 

Zeyuan A. Zhu, Weizhu Chen, Gang Wang, Chenguang Zhu, Zheng Chen. 

In Proceedings of the 2009 edition of the IEEE International Conference on Data Mining 

(ICDM 2009). 

 "A Novel Click Model and Its Applications to Online Advertising" 

Zeyuan A. Zhu, Weizhu Chen, Tom Minka, Chenguang Zhu, Zheng Chen. 

In Proceedings of the Third ACM International Conference on Web Search and Data Mining 

(WSDM 2010). 

 "To Divide and Conquer Search Ranking by Learning Query Difficulty" 

Zeyuan A. Zhu, Weizhu Chen, Tao Wan, Chenguang Zhu, Gang Wang, Zheng Chen. 

In Proceedings of the 18th ACM Conference on Information and Knowledge Management 

(CIKM 2009) 

 "A General Magnitude-Preserving Boosting Algorithm for Search Ranking" 

Chenguang Zhu, Weizhu Chen, Zeyuan A. Zhu, Gang Wang, Dong Wang, Zheng Chen.  

In Proceedings of the 18th ACM Conference on Information and Knowledge Management 

(CIKM 2009) 
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理论中心姚班的优秀学生所作)中最出色的论文. 我十分肯定该论文达到清华

大学优秀本科毕业论文标准,并认为论文水平其实已达到硕士论文的水平. 朱
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